Capitolo 3 – Appunti

Nel Capitolo 3 il libro introduce i giochi statici con informazione incompleta (i giochi con informazione incompleta sono detti anche giochi bayesiani). Questi giochi si svolgono in un'unica fase (giochi statici), in cui i giocatori scelgono simultaneamente un’azione da un insieme di azioni ammissibili. Stavolta però i payoff, a differenza dei giochi statici con informazione completa, possono non essere noti con certezza a tutti i giocatori: il libro porta l’esempio di un’asta, in cui un offerente non sa quanto gli altri offerenti possano valutare il bene in vendita (pur conoscendo la propria valutazione). In generale, ogni giocatore può non conoscere di quali informazioni private sia in possesso un altro giocatore; tuttavia, può “fare delle ipotesi”, cioè può stilare una lista di tipo di un altro giocatore e definire su tale lista una distribuzione di probabilità. Questa situazione tende a complicarsi, anche perché la “credenza” di un giocatore sul tipo di un altro giocatore è condizionata da che tipo è lui stesso (per calcolare tale credenza si ricorre alla Legge di Bayes, di qui il nome di giochi bayesiani). Comunque in accordo con il libro Gibbons (cfr. ultime righe pag. 153) e con le dispense del Prof. Dall’Aglio, ci metteremo nel caso in cui la credenza di un giocatore sul tipo di un altro giocatore non è condizionata (cioè non dipende) da che tipo è lui stesso. Ciò permette di stilare per ogni giocatore i un’unica lista Ti di tipo del giocatore i e di definire su Ti un’unica distribuzione di probabilità pi che sia “conoscenza comune di tutti i giocatori” (cioè credenza comune, come fosse un dato ISTAT): in particolare, secondo la descrizione di Harsanyi (1967), ciò permette di rappresentare tali giochi come giochi dinamici con informazione completa e imperfetta.

Nota: Qui in accordo con il “caso sottolineato” (e per comodità), il termine pi indica una distribuzione di probabilità su Ti. Nel libro Gibbons, il termine pi indica un’altra cosa: esso è introdotto a pag. 151 in accordo con il “caso generale” e indica la credenza del giocatore i su tutti i possibili tipi degli altri giocatori, cioè una distribuzione di probabilità del giocatore i su tutti i possibili tipi degli altri giocatori.

Rappresentazione in forma normale

La rappresentazione in forma normale di un gioco statico con informazione completa specifica: 

- l’insieme dei giocatori, sia N = {1, …, n};

- l’insieme Ai delle azioni disponibili del giocatore i, per i = 1, …, n; sia A = A1 × … × An ;

- la funzione di payoff ui : A ( R del giocatore i, per i = 1, …, n.

Nei giochi statici con informazione incompleta, c’è una generalizzazione nelle funzioni di payoff dei giocatori, come segue: esse non dipendono solo dalle combinazioni di azioni scelte dai giocatori ma anche dalle combinazioni di tipi dei giocatori. Come accennato all’inizio, ad ogni giocatore i è associata una lista di tipi Ti di i: il giocatore i sa che tipo è lui stesso (la sua “vera identità”), ma gli altri giocatori no (tuttavia è nota a tutti i giocatori una distribuzione di probabilità pi su Ti); sia T = T1 × … × Tn; allora la funzione di payoff del giocatore i è ui : A × T ( R, per i = 1, …, n.

La rappresentazione in forma normale di un gioco statico con informazione incompleta specifica:

- l’insieme dei giocatori, sia N = {1, …, n};

- l’insieme Ai delle azioni disponibili del giocatore i, per i = 1, …, n; sia A = A1 × … × An ;

- la lista Ti dei tipi del giocatore i, per i = 1, …, n; sia T = T1 × … × Tn ;

   [la “vera identità” del giocatore i, sia ti ( Ti , è nota solo al giocatore i];

- la distribuzione di probabilità pi su Ti, per i = 1, …, n [nota a tutti i giocatori];

- la funzione di payoff ui : A × T ( R del giocatore i, per i = 1, …, n.

Vediamo come Harsanyi (1967) descrive il gioco:

1) la Natura estrae a sorte, per i = 1, …, n, [in base alla distribuzione di probabilità pi che è conoscenza comune] un tipo ti dalla lista Ti: tale ti sarà la “vera identità” del giocatore i;

2) la Natura rivela ti al giocatore i e a nessun altro giocatore;  

3) i giocatori i = 1, …, n, scelgono simultaneamente un’azione ai ( Ai;

4) vengono assegnati i payoff ui(a1, …, an; t1, …, tn), per i = 1, …, n.

Nota: le distribuzioni di probabilità pi non influiscono sulle funzioni di payoff, ma influiranno su quello che sarà l’esito previsto del gioco.

Equilibrio di Nash bayesiano 

Nei giochi statici con informazione completa, la strategia di un giocatore specifica che azione il giocatore sceglierà (ricordiamo che in tali giochi strategie ( azioni). 

L’esito previsto di un gioco statico con informazione completa G è l’equilibrio di Nash di G: esso è un profilo di strategie, una per ogni giocatore [la strategia di un giocatore è un’azione di quel giocatore], tali che ognuna di tali strategie è una risposta ottima alle strategie specificate per gli altri giocatori. 

Nei giochi statici con informazione incompleta, c’è una generalizzazione nella definizione di strategia di un giocatore, come segue: la strategia di un giocatore i specifica che azione il giocatore i sceglierà “per ogni suo tipo in Ti”. Ad esempio, se un giocatore i ha una lista di tipi Ti = {a, b}, allora una sua strategia sarà data da una coppia di azioni, una per il tipo a una per il tipo b; in altri termini, è come se ogni tipo di ogni giocatore avesse vita propria (avendo anche payoff proprio). 

L’esito previsto di un gioco statico con informazione completa G è l’equilibrio di Nash bayesiano di G: esso è un profilo di strategie, una per ogni giocatore [la strategia di un giocatore i è una |Ti|-pla di azioni, una per ogni tipo di quel giocatore], tali che ognuna delle azioni in ognuna di tali strategie è una risposta ottima alle strategie specificate per gli altri giocatori.  

Ad esempio, consideriamo un gioco statico con informazione incompleta G, con tre giocatori, siano I, II e III, in cui: I ha un solo tipo, sia {A}, II ha due tipi, siano {B, C}, III ha due tipi, siano {D, E}.   

Per calcolare gli equilibri di Nash bayesiani di G, bisogna allora calcolare una cinquina [aA, (aB, aC), (aD, aE)] di azioni rispettivamente di A, di B, di C, di D, di E, tali che: aA sia risposta ottima a [(aB, aC), (aD, aE)]; aB sia risposta ottima a [aA, (aD, aE)]; aC sia risposta ottima a [aA, (aD, aE)]; aD sia risposta ottima a [aA, (aB, aC)]; aE sia risposta ottima a [aA, (aB, aC)]. 

Per i giochi statici con informazione completa vale il Teorema di Nash. 

Per i giochi statici con informazione incompleta vale il seguente analogo risultato (cfr. libro Gibbons, pag. 156), che è un corollario del Teorema di Nash.

Teorema di Nash (per giochi statici con informazione incompleta)

Se G è un gioco statico con informazione incompleta finito (cioè, un gioco in cui il numero dei giocatori n è finito, gli insiemi Ai sono finiti per i = 1, …, n, e le liste Ti sono finite per i = 1, …, n), allora esiste almeno un equilibrio di Nash bayesiano di G, eventualmente in strategie miste.      (
Avviso: nel seguito, l’espressione “Equilibrio/i di Nash” è indicata con la sigla EN.
Esempio 1  [Duopolio di Cournot, con informazione incompleta; cfr. libro Gibbons, pag. 148].

Consideriamo il gioco del “Duopolio di Cournot”.

Due imprese producono lo stesso bene. Ogni impresa i, i = 1, 2, deve decidere all’insaputa dell’altra [ad esempio la decisione è presa simultaneamente] la quantità qi ( [0, (), i = 1, 2, di bene da produrre. 

A differenza del caso classico, si assuma che:

la funzione di costo dell’impresa 1, sia C1(q1) = cq1, è conosciuta da entrambe le imprese, mentre la funzione di costo dell’impresa 2 è conosciuta solo dall’impresa 2: tuttavia nella credenza comune [nota ad entrambe le imprese] su cui si baserà l’impresa 1, essa è stimata come C2(q2) = cHq2 con probabilità ( e come C2(q2) = cLq2 con probabilità 1 ( (  [si intende che C2(q2) è comunque uguale a una delle due funzioni stimate].

Il prezzo del bene dipende da Q = q1 + q2 e dalla domanda di mercato a; esso è:

P(Q) = a – Q = a – (q1 + q2).

La quantità q2 scelta dall’impresa 2 dipende in realtà da qual è la funzione costo dell’impresa 2: così indichiamo con q2H e q2L tali quantità nei rispettivi casi in cui la funzione costo è cHq2 e cLq2.

Il profitto dell’impresa 1 è: 

(1(q1, q2H) = q1 P(Q) – cq1 = q1 [a – (q1 + q2H)] – cq1


se C2(q2) = cHq2
(1(q1, q2L) = q1 P(Q) – cq1 = q1 [a – (q1 + q2L)] – cq1


se C2(q2) = cLq2
Il profitto dell’impresa 2 è: 

(2(q1, q2H) = q2H P(Q) – cHq2H = q2H [a – (q1 + q2H)] – cHq2H

se C2(q2) = cHq2
(2(q1, q2L) = q2L P(Q) – cLq2L = q2L [a – (q1 + q2L)] – cLq2L 


se C2(q2) = cLq2.

Rappresentazione in forma normale

giocatori: {impresa 1, impresa 2};

azioni disponibili:  Ai = [0, (), con qi ( Ai, per i = 1, 2.

liste dei tipi: 

T1 = {X}; 

T2 = {H, L}, dove: H ( la f. costo è C2(q2) = cHq2, L ( la f. costo è C2(q2) = cLq2. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 su T1, la quale assegna probabilità 1 a X, essendo X unico tipo dell’impresa 1; 

p2 = ((, 1 –() su T2, la quale assegna ad H probabilità ( e ad L probabilità 1 – (.

funzioni di payoff: esse dipendono anche dalla combinazione di tipi dei giocatori; come in precedenza, indichiamo con q2H la quantità scelta da H e con q2L la quantità scelta da L.

u1(q1, q2H, X, H) = q1 [a – (q1 + q2H)] – cq1 

= q1 [(a – q1 – q2H) – c]

u1(q1, q2L, X, L) = q1 [a – (q1 + q2L)] – cq1 

= q1 [(a – q1 – q2L) – c]
      u2(q1, q2H, X, H) = q2H [a – (q1 + q2H)] – cHq2H
      u2(q1, q2L, X, L) = q2L [a – (q1 + q2L)] – cLq2L.

Nota: Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di X in relazione ad entrambi H e L. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso, così che il “payoff atteso” di X è il seguente:

u1(q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) = (  q1 [(a – q1 – q2H) – c] + (1 – ( ) q1 [(a – q1 – q2L) – c]. 

Equilibrio di Nash bayesiano 

L’impresa 1 ha solo un tipo {X}, mentre l’impresa 2 ha due tipi {H, L}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [aX, (aH, aL)] di azioni rispettivamente di X, di H, di L, tali che: aX sia risposta ottima a (aH, aL); aH sia risposta ottima a aX; aL sia risposta ottima a aX. 

Calcoliamo la risposta ottima di H a q1, sia RH(q1). 

u2(q1, q2H, X, H) = q2H [(a – q1 – q2H) – cH] 

(u2(q1, q2H, X, H) / (q2H = – 2q2H + (a – q1 – cH) = 0    (  q2H = (a – q1 – cH) / 2  [= RH(q1)]. 

Calcoliamo la risposta ottima di L a q1, sia RL(q1). 

u2(q1, q2L, x, L) = q2L [(a – q1 – q2L) – cL]

(u2(q1, q2L, x, L) / (q2L = – 2q2L + (a – q1 – cL) = 0    (  q2L = (a – q1 – cL) / 2  [= RL(q1)]. 

Calcoliamo la risposta ottima di X alla generica coppia di azioni {q2H, q2L} rispettivamente di H e di L, sia RX(q2H, q2L): a tal fine consideriamo il payoff atteso di X (cfr. una nota precedente).

u1(q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) = (  [(a – q1 – q2H) – c] q1 + (1 – ( ) [(a – q1 – q2L) – c] q1. 

(u1 (q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) / (q1 = ( [– 2q1 + (a – q2H – c)] + (1 – ( ) [– 2q1 + (a – q2L – c)] = 0   (   q1 = [( (a – q2H – c) + (1 – ( ) (a – q2L – c)] / 2   [= RX(q2H, q2L)]. 

Per calcolare l’EN bayesiano risolviamo il seguente sistema.

q2H = (a – q1 – cH) / 2

q2L = (a – q1 – cL) / 2

q1 = [( (a – q2H – c) + (1 – ( ) (a – q2L – c)] / 2
Si ottiene:

q2H = [(a – 2cH + c) / 3] + [(1 – ( )(cH – cL) / 6] 

q2L = [(a – 2cL + c) / 3] – [(  (cH – cL) / 6] 

q1 = [a – 2c + ( cH + (1 – ( ) cL] / 3

Quindi il gioco ha un unico EN bayesiano: [q*1, (q*2H, q*2L)] = valori sopra indicati.

Quindi l’esito previsto del gioco è il seguente:

l’impresa 1 sceglierà q*1;

l’impresa 2 sceglierà q*2H se è del tipo H, mentre sceglierà q*2L se è del tipo L.

Esempio 2 [Corsa agli sportelli, con informazione incompleta; cfr. dispense Prof. Dall’Aglio]

Consideriamo il gioco della “Corsa agli sportelli”.

Due investitori hanno un deposito in banca. Al momento attuale, la banca ha a disposizione solo 100 Euro liquidi. Ogni investitore può ritirare i soldi subito (E), oppure ritirarli a fine anno (F). Se entrambi ritirano i soldi subito, allora entrambi otterranno 50 Euro. Se entrambi ritirano i soldi a fine anno, allora entrambi otterranno 150 Euro. Se uno sceglie E e l’altro sceglie F, il primo otterrà 100 Euro, l’altro non otterrà nulla.

Si noti che: nel gioco si è assunto che entrambi i giocatori conoscano la bontà dell’investimento che la banca ha fatto con lo scopo di garantire ad entrambi i 150 Euro per fine anno (nel caso specifico, l’investimento è “buono”, cioè garantisce ad entrambi i 150 Euro per fine anno).          

A differenza del caso classico si assuma che: 

il giocatore II conosce se l’investimento è “buono” o “cattivo”, mentre il giocatore I non lo sa: tuttavia nella credenza comune [nota ad entrambi i giocatori] su cui si baserà il giocatore I, l’investimento è stimato come “buono” con probabilità ( e come “cattivo” con probabilità 1 – (.

Perciò la tabella dei payoff varierà a seconda della bontà dell’investimento.

Se l’investimento è buono, allora si avrà la seguente tabella dei payoff:



        II


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	 150 , 150


                 E

                                          I         F

Se l’investimento è cattivo, allora si avrà la seguente tabella dei payoff:



        II


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	     0 , 0


                 E

                                          I         F

Esempio 2 nel caso di ( fissato (sia ( = 1/2)

Di seguito è riportato il caso in cui il valore di ( è fissato, sia ( = 1/2 (e quindi 1–(  = 1/2) in modo da rendere più familiare il caso in cui ( è generico, cioè ( ( [0, 1].   
Rappresentazione in forma normale

giocatori: {I, II} (= {1, 2}).

azioni disponibili: Ai = {E, F}, per i = 1, 2.

liste dei tipi: 

T1 = {X}; 

T2 = {B, C}, dove: B ( l’investimento è buono, C ( l’investimento è cattivo. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 su T1, la quale assegna probabilità 1 a X, essendo X unico tipo del giocatore I; 

p2 = (1/2, 1/2) su T2, la quale assegna a B probabilità ( = 1/2 e a C probabilità 1 –(  = 1/2;

funzioni di payoff:
i payoff u1(E, E, X, B), u1(E, F, X, B) … u2(E, E, X, B), u2(E, F, X, B) … sono riportati di seguito:

       B


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	 150 , 150


                 E

                                          X
     F

i payoff u1(E, E, X, C), u1(E, F, X, C) … u2(E, E, X, C), u2(E, F, X, C) … sono riportati di seguito:



        C


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	     0 , 0


                 E

                                          X        F

Nota: Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di X in relazione ad entrambi B e C. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso. A differenza però del caso precedente, non si può considerare una generica coppia di azioni, una di B una di C (dato che non esiste una “generica” coppia, come ad esempio era (q2H, q2L)); bisogna quindi considerare ogni possibile coppia di azioni. Riportiamo nella seguente tabella il “payoff atteso” di X per ogni sua azione E o F in corrispondenza di ogni possibile coppia di azioni, una di B una di C, che indichiamo con (. , .) (ad esempio (E, F) è la coppia di azioni in cui: B sceglie E, e C sceglie F).

       (E, E)                  (E, F)                      (F, E)                      (F, F) 

	50( + 50(1 –()   
	50( + 100(1 –()
	100( + 50(1 –()
	100( + 100(1 –()

	  0( +  0(1 –()
	  0( + 0(1 –()
	150( + 0(1 –()
	150( + 0(1 –()


E

       X

F

Sostituendo (  = 1/2 si ottiene: 

       (E, E)                  (E, F)                      (F, E)                      (F, F) 

	         50   
	          75
	           75
	           100 

	          0
	           0
	           75  
	            75 


E

       X

F

Equilibrio di Nash bayesiano 

Il giocatore I ha solo un tipo {X}, mentre il giocatore II ha due tipi {B, C}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [aX, (aB, aC)] di azioni rispettivamente di X, di B, di C, tali che: aX sia risposta ottima a (aB, aC); aB sia risposta ottima a aX; aC sia risposta ottima a aX. 

Nota: Torniamo alla descrizione del gioco data da Harsanyi (1967): in base a tale descrizione, rappresentiamo il gioco in forma estesa come di seguito [in figura la coppia dei payoff (. , .) indica nel primo termine il payoff di II e nel secondo termine il payoff di I].
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Quindi il gioco è stato rappresentato come un gioco con informazione completa e imperfetta dove compare il nuovo giocatore Natura, che all’inizio del gioco estrae a sorte il tipo del giocatore II in base alla distribuzione di probabilità (( , (1 – ( )). Dopo di che, il gioco arriva al giocatore II, il quale (a differenza del giocatore I) saprà che tipo è lui stesso e quindi saprà in quale sottoalbero guardare i payoff. Si noti che quando il gioco arriva al giocatore I, egli non saprà in quale nodo si troverà (tutti i suoi nodi formano un unico insieme informativo): ciò è proprio quello che accade. A questo punto si può osservare che il problema di calcolare un EN bayesiano del gioco originario equivale a quello di calcolare un EN del gioco rappresentato sopra (specificando che quando il gioco arriva a un giocatore in un insieme informativo con più nodi, in questo caso al giocatore I, allora il giocatore stima i payoff – quindi sceglie la sua azione – adottando il criterio del valore atteso). In particolare, escludendo la Natura, i giocatori del gioco rappresentato sopra sono effettivamente tre: infatti il giocatore II si sdoppia, uno per ogni suo tipo (cfr. nuova definizione di strategia di un giocatore).       







 [Fine nota]     

Torniamo al gioco originario e calcoliamo ora le varie risposte ottime. A tal fine, in accordo con il nostro scopo e con le tabelle precedenti dei payoff, costruiamo la seguente tabella in cui sono riportati i payoff per tutte le possibili combinazioni di un’azione aX di X e di una coppia di azioni (aB, aC) di B e di C rispettivamente (in particolare, il payoff di X è il payoff atteso di X).






   (B, C)






(E, E)                         (E, F)                                (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50  , 50 
	       75        ,    50 , 0
	       75      ,       0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	       75      ,   150 , 100
	    75    ,   150 , 0


         E                                                 

X      F

Ad esempio i valori della casella “riga F, colonna (E, E)”, cioè: 0 , 100 , 100, indicano che: se X sceglie F, B sceglie E, e C sceglie E, allora X, B, C ottengono rispettivamente 0 , 100 , 100.

Le risposte ottime rispettivamente di B e di C alle azioni E o F di X, e la risposta ottima di X a ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di B e una di C sono evidenziate di seguito.






   (B, C)






(E, E)                         (E, F)                                (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50  , 50 
	       75        ,    50 , 0
	       75      ,       0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	       75      ,   150 , 100
	    75    ,   150 , 0


         E                                                 

X      F

In conclusione: 

ci sono due EN bayesiani: [E, (E, E)], [F, (F, E)].

Quindi l’esito previsto del gioco è il seguente (uno dei seguenti):

[E, (E, E)] = il giocatore I sceglierà E; il giocatore II sceglierà E se è del tipo B (si noti che egli ritirerà i soldi subito pur sapendo che l’investimento è buono), e sceglierà E se è del tipo C;

[F, (F, E)] = il giocatore I sceglierà E; il giocatore II sceglierà F se è del tipo B, e sceglierà E se è del tipo C.

Esempio 2 nel caso di ( generico (cioè ( ( [0, 1])

Rappresentazione in forma normale

giocatori: {I, II} (= {1, 2}).

azioni disponibili: Ai = {E, F}, per i = 1, 2.

liste dei tipi: 

T1 = {X}; 

T2 = {B, C}, dove: B ( sa che l’investimento è buono, C ( sa che l’investimento è cattivo. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 su T1, la quale assegna probabilità 1 a X, essendo X unico tipo del giocatore I; 

p2 = ((, 1 –() su T2, la quale assegna a B probabilità ( e a C probabilità 1 – (;

funzioni di payoff:
i payoff u1(E, E, X, B), u1(E, F, X, B) … u2(E, E, X, B), u2(E, F, X, B) … sono riportati di seguito:

       B


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	 150 , 150


                 E

                                          X
     F

i payoff u1(E, E, X, C), u1(E, F, X, C) … u2(E, E, X, C), u2(E, F, X, C) … sono riportati di seguito:



        C


         E
                  F
       

	 50 , 50
	 100 ,  0

	   0 , 100
	     0 , 0


                 E

                                          X        F

Nota: Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di X in relazione ad entrambi B e C. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso. A differenza però del caso precedente, non si può considerare una generica coppia di azioni, una di B una di C (dato che non esiste una “generica” coppia, come ad esempio era (q2H, q2L)); bisogna quindi considerare ogni possibile coppia di azioni. Riportiamo nella seguente tabella il “payoff atteso” di X per ogni sua azione E o F in corrispondenza di ogni possibile coppia di azioni, una di B una di C, che indichiamo con (. , .) (ad esempio (E, F) è la coppia di azioni in cui: B sceglie E, e C sceglie F).

       (E, E)                  (E, F)                      (F, E)                      (F, F) 

	50( + 50(1 –()   
	50( + 100(1 –()
	100( + 50(1 –()
	100( + 100(1 –()

	  0( +  0(1 –()
	  0( + 0(1 –()
	150( + 0(1 –()
	150( + 0(1 –()


E

       X

F

Svolgendo i calcoli si ottiene:

       (E, E)                  (E, F)                      (F, E)                      (F, F) 

	         50   
	    100 – 50( 
	      50 + 50( 
	           100 

	          0
	           0
	        150(  
	           150( 


E

       X

F

La risposta ottima di X ad ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di B una di C, può dipendere in generale dal valore di (, come riportato di seguito:

50 > 0  
         vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (E, E) è: E per ogni (] 

100 – 50(  > 0   vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (E, F) è: E per ogni (]

50 + 50(  > 150(
 (  (  < 1/2                    [risp. ottima a (F, E) è: E per (  < 1/2; F per (  > 1/2]

      100 > 150(            (  (  < 2/3

    [risp. ottima a (F, F) è: E per (  < 2/3; F per (  > 2/3]

Equilibrio di Nash bayesiano 

Il giocatore I ha solo un tipo {X}, mentre il giocatore II ha due tipi {B, C}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [aX, (aB, aC)] di azioni rispettivamente di X, di B, di C, tali che: aX sia risposta ottima a (aB, aC); aB sia risposta ottima a aX; aC sia risposta ottima a aX. 

Nota: Torniamo alla descrizione del gioco data da Harsanyi (1967): in base a tale descrizione, rappresentiamo il gioco in forma estesa come di seguito [in figura la coppia dei payoff (. , .) indica nel primo termine il payoff di II e nel secondo termine il payoff di I].
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Quindi il gioco è stato rappresentato come un gioco con informazione completa e imperfetta dove compare il nuovo giocatore Natura, che all’inizio del gioco estrae a sorte il tipo del giocatore II in base alla distribuzione di probabilità (( , (1 – ( )). Dopo di che, il gioco arriva al giocatore II, il quale (a differenza del giocatore I) saprà che tipo è lui stesso e quindi saprà in quale sottoalbero guardare i payoff. Si noti che quando il gioco arriva al giocatore I, egli non saprà in quale nodo si troverà (tutti i suoi nodi formano un unico insieme informativo): ciò è proprio quello che accade. A questo punto si può osservare che il problema di calcolare un EN bayesiano del gioco originario equivale a quello di calcolare un EN del gioco rappresentato sopra (specificando che quando il gioco arriva a un giocatore in un insieme informativo con più nodi, in questo caso al giocatore I, allora il giocatore stima i payoff – quindi sceglie la sua azione – adottando il criterio del valore atteso). In particolare, escludendo la Natura, i giocatori del gioco rappresentato sopra sono effettivamente tre: infatti il giocatore II si sdoppia, uno per ogni suo tipo (cfr. nuova definizione di strategia di un giocatore).       







 [Fine nota]     

Torniamo al gioco originario e calcoliamo ora le varie risposte ottime. A tal fine, in accordo con il nostro scopo e con le tabelle precedenti dei payoff, costruiamo la seguente tabella in cui sono riportati i payoff per tutte le possibili combinazioni di un’azione aX di X e di una coppia di azioni (aB, aC) di B e di C rispettivamente (in particolare, il payoff di X è il payoff atteso di X).






   (B, C)






(E, E)                         (E, F)                                (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50  , 50 
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,       0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

X      F

Ad esempio i valori della casella “riga F, colonna (E, E)”, cioè: 0 , 100 , 100, indicano che: se X sceglie F, B sceglie E, e C sceglie E, allora X, B, C ottengono rispettivamente 0 , 100 , 100.

Le risposte ottime rispettivamente di B e di C alle azioni E o F di X sono evidenziate di seguito.

(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

La risposta ottima di X a ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di B e una di C, può dipendere in generale dal valore di (, come riportato in precedenza: 

50 > 0  
         vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (E, E) è: E per ogni (] 

100 – 50(  > 0   vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (E, F) è: E per ogni (]

50 + 50(  > 150(
 (  (  < 1/2                    [risp. ottima a (F, E) è: E per (  < 1/2; F per (  > 1/2]

      100 > 150(            (  (  < 2/3

    [risp. ottima a (F, F) è: E per (  < 2/3; F per (  > 2/3]

Allora si ottengono i seguenti risultati al variare di ( .

( 0 < (  < 1/2
(  c’è un unico EN bayesiano, come di seguito: [E, (E, E)].

(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

( (  = 1/2
(  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [E, (E, E)], [F, (F, E)].

(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

( 1/2 < (  < 2/3  (  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [E, (E, E)], [F, (F, E)].
(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

( (  = 2/3
(  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [E, (E, E)], [F, (F, E)].

(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

( 2/3 < (  < 1
(  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [E, (E, E)], [F, (F, E)].

(E, E)                         (E, F)                                  (F, E)                              (F, F) 

	 50  ,    50 , 50
	100 – 50(   ,    50 , 0
	50 + 50(  ,      0 , 50 
	  100    ,       0 , 0

	   0  ,   100 , 100
	        0         ,   100 , 0
	    150(    ,   150 , 100
	  150(  ,   150 , 0


         E                                                 

         F

In conclusione: 

per 0 < (  < 1/2, c’è un unico EN bayesiano: [E, (E, E)];

per 1/2 < (  < 1, ci sono due EN bayesiani: [E, (E, E)], [F, (F, E)].

Quindi l’esito previsto del gioco è il seguente (uno dei seguenti):

per 0 < (  < 1/2: il giocatore I sceglierà E; il giocatore II sceglierà E se è del tipo B (si noti che egli ritirerà i soldi subito pur sapendo che l’investimento è buono), e sceglierà E se è del tipo C;

per 1/2 < (  < 1 ci sono due possibili esiti: o un esito come il precedente, oppure un esito in cui: il giocatore I sceglierà F; il giocatore II sceglierà F se è del tipo B, e sceglierà E se è del tipo C.

Capitolo 3 – Esercizi

Di seguito sono riportati tre esercizi: l’esercizio L.1 è riconducibile all’Esempio 1; l’esercizio L.2 è riconducibile all’Esempio 2; l’esercizio L.3 è riconducibile all’Esempio 2, con la differenza che il gioco è presentato secondo la descrizione di Harsanyi (1967) e che il parametro di incertezza ( ha un valore fissato.
L.1 [cfr. libro Gibbons, Problema 3.2]

Consideriamo il gioco del “Duopolio di Cournot”.

Due imprese producono lo stesso bene. Ogni impresa i, i = 1, 2, deve decidere all’insaputa dell’altra [ad esempio la decisione è presa simultaneamente] la quantità qi ( [0, (), i = 1, 2, di bene da produrre. 

Il costo per produrre una certa quantità q di bene è dato da cq, per entrambe le imprese.

Il prezzo del bene dipende da Q = q1 + q2 e dalla domanda di mercato a; esso è:

P(Q) = a – Q = a – (q1 + q2)  

A differenza del caso classico si assuma che: 

l’impresa 2 conosce se la domanda di mercato è “alta”, sia a = aH, oppure è “bassa”, sia a = aL, mentre l’impresa 1 non lo sa: tuttavia nella credenza comune [nota ad entrambi i giocatori] su cui si baserà il giocatore I, la domanda di mercato è stimata come a = aH con probabilità ( e come a = aL con probabilità 1 – (.

La quantità q2 scelta dall’impresa 2 dipende in realtà da qual è la domanda di mercato: così indichiamo con q2H e q2L tali quantità nei rispettivi casi in cui la domanda di mercato è aH e aL.

Il profitto dell’impresa 1 è: 

(1(q1, q2H) = q1 P(Q) – cq1 = q1 [aH – (q1 + q2H)] – cq1


se a = aH
(1(q1, q2L) = q1 P(Q) – cq1 = q1 [aL – (q1 + q2L)] – cq1


se a = aL
Il profitto dell’impresa 2 è: 

(2(q1, q2H) = q2H P(Q) – cq2H = q2H [aH – (q1 + q2H)] – cq2H


se a = aH
(2(q1, q2L) = q2L P(Q) – cq2L = q2L [aL – (q1 + q2L)] – cq2L 


se a = aL.

1) Rappresentare il gioco in forma normale.

2) Calcolare gli EN bayesiani del gioco per (  ( [0, 1].

L.2 [Ex, con informazione incompleta].

Consideriamo il gioco degli Ex (gioco A.7, parte prima). 

Due ex fidanzati, Paolo e Sabrina, stanno per incontrarsi di nuovo per il funerale di un conoscente comune. Entrambi vorrebbero in qualche modo riprendere la relazione, ma temono un rifiuto da parte dell’altra/o. Perciò Paolo e Sabrina devono decidere se comportarsi con l’ex in maniera fredda (F) cioè distaccata, oppure in maniera calda (C) cioè ripropositiva. Se entrambi scelgono F, allora nulla cambierà, cioè entrambi otterranno 0. Se entrambi scelgono C, allora riprenderanno probabilmente la relazione, cioè entrambi otterranno 4. Se uno/a sceglie F e l’altra/o sceglie C, allora un po’ per vanità il primo otterrà 2 mentre il secondo otterrà – 2.     

Si noti che: in tale gioco si è assunto che entrambi siano a conoscenza della disponibilità dell’altro (nel caso specifico, entrambi sono in qualche modo ben disposti a riprendere la relazione).

A differenza del caso originale si assuma che:

la disponibilità di Paolo [sia: Paolo è ben disposto] è nota ad entrambi, mentre la disponibilità di Sabrina è nota solo a Sabrina: tuttavia nella credenza comune [nota ad entrambi] su cui si baserà Paolo, si stima che Sabrina sia ben disposta con probabilità ( e sia mal disposta con probabilità 1–(.

Perciò la tabella dei payoff varierà a seconda della disponibilità di Sabrina.

Se Sabrina è ben disposta, allora si avrà la seguente tabella dei payoff:



  Sabrina


            F
    C
       

	   0 , 0
	  2 , – 2

	– 2 , 2
	  4 ,  4


                  F

                               
Paolo         C

Se Sabrina è mal disposta, allora si avrà la seguente tabella dei payoff:





  Sabrina


            F
    C
       

	   0 , 0
	  2 , – 2

	– 2 , 2
	  0 ,  0


                  F

                               
Paolo         C

in cui è inserito il payoff (0, 0) in corrispondenza della coppia di azioni (C, C), dato che comunque non riprenderanno la relazione.

1a) Rappresentare il gioco in forma normale.

1b) Rappresentare il gioco in forma estesa, in accordo con la descrizione di Harsanyi (1967).     

2) Calcolare gli EN bayesiani del gioco: (2a) per ( = 1/3; (2b) per ( = 1/2; (2c) per (  ( [0, 1]. Per quali valori di (  non esistono EN bayesiani in cui Paolo sceglie C? 

L.3 [cfr. libro Gibbons, Problema 3.4]

Si trovino tutti gli EN bayesiani del seguente gioco statico bayesiano.

1) La Natura determina se i payoff sono quelli del Gioco I oppure quelli del Gioco II; ogni gioco ha la stessa probabilità di essere estratto.

2) Il giocatore 1 apprende se la Natura ha estratto il Gioco I oppure il Gioco II; il giocatore 2 non ha questa informazione.

3) Il giocatore 1 può scegliere tra T e B; simultaneamente il giocatore 2 sceglie tra L e R.

4) I payoff sono dati dal gioco estratto dalla Natura.

            L
    R
       

	   1 , 1
	   0 , 0

	   0 , 0
	   0 , 0


                  T

                               
                  B







   Gioco I

            L
    R
       

	   0 , 0
	   0 , 0

	   0 , 0
	   2 , 2


                  T

                               
                  B







   Gioco II

Capitolo 3 – Soluzioni

S-L.1 

1) Rappresentare il gioco in forma normale.

giocatori: {impresa 1, impresa 2}.

azioni disponibili:  Ai = [0, (), con qi( Ai, per i = 1, 2.

liste dei tipi: 

T1 = {X}; 

T2 = {H, L}, dove: H ( la domanda è a = aH, L ( la domanda è a = aL. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 su T1, la quale assegna probabilità 1 a X, essendo X unico tipo dell’impresa 1; 

p2 = ((, 1 –() su T2, la quale assegna ad H probabilità ( e ad L probabilità 1 – (.

funzioni di payoff: esse dipendono anche dalla combinazione di tipi dei giocatori; come in precedenza, indichiamo con q2H la quantità scelta da H e con q2L la quantità scelta da L.

u1(q1, q2H, X, H) = q1 [aH – (q1 + q2H)] – cq1 

= q1 [(aH – q1 – q2H) – c]

u1(q1, q2L, X, L) = q1 [aL – (q1 + q2L)] – cq1

= q1 [(aL – q1 – q2L) – c]
      u2(q1, q2H, X, H) = q2H [aH – (q1 + q2H)] – cq2H
      u2(q1, q2L, X, L) = q2L [aL – (q1 + q2L)] – cq2L.

Nota: Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di X in relazione ad entrambi H e L. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso, così che il “payoff atteso” di X è il seguente:

u1(q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) = (  q1 [(aH – q1 – q2H) – c] + (1 – ( ) q1 [(aL – q1 – q2L) – c]. 

2) Calcolare gli EN bayesiani del gioco. 

L’impresa 1 ha solo un tipo {X}, mentre l’impresa 2 ha due tipi {H, L}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [a’X, (a’H, a’L)] di azioni rispettivamente di X, di H, di L, tali che: a’X sia risposta ottima a (a’H, a’L); a’H sia risposta ottima a a’X; a’L sia risposta ottima a a’X. 

Calcoliamo la risposta ottima di H a q1, sia RH(q1). 

u2(q1, q2H, X, H) = q2H [(aH – q1 – q2H) – cH] 

(u2(q1, q2H, X, H) / (q2H = – 2q2H + (aH – q1 – cH) = 0    (  q2H = (aH – q1 – cH) / 2  [= RH(q1)]. 

Calcoliamo la risposta ottima di L a q1, sia RL(q1). 

u2(q1, q2L, x, L) = q2L [(aL – q1 – q2L) – cL]

(u2(q1, q2L, x, L) / (q2L = – 2q2L + (aL – q1 – cL) = 0    (  q2L = (aL – q1 – cL) / 2  [= RL(q1)]. 

Calcoliamo la risposta ottima di X alla generica coppia di azioni {q2H, q2L} rispettivamente di H e di L, sia RX(q2H, q2L): a tal fine consideriamo il payoff atteso di X (cfr. una nota precedente).

u1(q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) = (  [(aH – q1 – q2H) – c] q1 + (1 – ( ) [(aL – q1 – q2L) – c] q1. 

(u1 (q1, {q2H, q2L}, X, {H, L}) / (q1 = ( [– 2q1 + (aH – q2H – c)] + (1 – ( ) [– 2q1 + (aL – q2L – c)] = 0   (   q1 = [( (aH – q2H – c) + (1 – ( ) (aL – q2L – c)] / 2   [= RX(q2H, q2L)]. 

Per calcolare l’EN bayesiano risolviamo il seguente sistema.

q2H = (aH – q1 – cH) / 2

q2L = (aL – q1 – cL) / 2

q1 = [( (aH – q2H – c) + (1 – ( ) (aL – q2L – c)] / 2
Si ottiene:

q2H = [(aH – 2cH + c) / 3] + [(1 – ( )(cH – cL) / 6 + (1 – ( )(aH – aL) / 6] 

q2L = [(aL – 2cL + c) / 3] – [(  (cH – cL) / 6 + (  (aH – aL) / 6] 

q1 = [– 2c + ( (cH + aH) + (1 – ( )(cL + aL)] / 3

Quindi il gioco ha un unico EN bayesiano:[q*1, (q*2H, q*2L)] = valori sopra indicati. 

Quindi l’esito previsto del gioco è il seguente:

l’impresa 1 sceglierà q*1;

l’impresa 2 sceglierà q*2H se è del tipo H, mentre sceglierà q*2L se è del tipo L.

S-L.2
Riguardo il punto 2, riportiamo la soluzione solo del caso generale (2.c): gli altri due casi possono essere trattati in maniera diretta (e rapida) ponendo rispettivamente ( = 1/3 e ( = 1/2.

1a) Rappresentare il gioco in forma normale.

giocatori: {Paolo, Sabrina} (= {1, 2}).

azioni disponibili: Ai = {F, C}, per i = 1, 2.

liste dei tipi: 

T1 = {P}; 

T2 = {S, N}, dove: S ( è disponibile, N ( non è disponibile. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 su T1, la quale assegna probabilità 1 a P, essendo P unico tipo del giocatore Paolo; 

p2 = ((, 1 –() su T2, la quale assegna a S probabilità ( e a N probabilità 1 – (;

funzioni di payoff:
i payoff u1(E, E, P, S), u1(E, F, P, S) … u2(E, E, P, S), u2(E, F, P, S) … sono riportati di seguito:



        S


            F
    C
       

	   0 , 0
	  2 , – 2

	– 2 , 2
	  4 ,  4


                  F

                               
      P         C

i payoff u1(E, E, P, N), u1(E, F, P, N) … u2(E, E, P, N), u2(E, F, P, N) … sono riportati di segui


        N


            F
    C
       

	   0 , 0
	  2 , – 2

	– 2 , 2
	  0 ,  0


                  F

                               
      P         C

Nota: Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di P in relazione ad entrambi S e N. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso, come indicato nell’Esempio 2. Riportiamo nella seguente tabella il “payoff atteso” di P per ogni sua azione F o C in corrispondenza di ogni possibile coppia di azioni, una di S una di N, che indichiamo con (. , .) (ad esempio (F, C) è la coppia di azioni in cui: S sceglie F, e N sceglie C).

       (F, F)                  (F, C)                      (C, F)                      (C, C) 

	  0( +  0(1 –()   
	 0( +  2(1 –()
	   2( +  0(1 –()
	 2( +  2(1 –()

	 –2(  –  2(1 –()
	–2( + 0(1 –()
	   4(  –  2(1 –()
	 4( +  0(1 –()


F

       P

C

Svolgendo i calcoli si ottiene:

       (F, F)                  (F, C)                      (C, F)                      (C, C) 

	          0   
	        2 – 2(
	          2( 
	              2 

	         –2
	          –2(
	      6(  –  2  
	             4( 


F

       P

C

La risposta ottima di P ad ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di S una di N, può dipendere in generale dal valore di (, come riportato di seguito:

0 > –2  
         vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (F, F) è: F per ogni (] 

2 – 2(  > –2(     vero per ogni (  ( [0,1]     [risp. ottima a (F, C) è: F per ogni (]

2(  > 6(  –  2 (  (  < 1/2                            [risp. ottima a (C, F) è: F per (  < 1/2; C per (  > 1/2]

      2 > 4(            (  (  < 1/2

                [risp. ottima a (F, F) è: F per (  < 1/2; C per (  > 1/2]

1b) Rappresentare il gioco in forma estesa, in accordo con la descrizione di Harsanyi (1967) [in figura la coppia dei payoff (. , .) indica nel primo termine il payoff di Sabrina e nel secondo termine il payoff di Paolo].
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2) Calcolare gli EN bayesiani del gioco per (  ( [0, 1].

Paolo ha solo un tipo {P}, mentre Sabrina ha due tipi {S, N}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [aP, (aS, aN)] di azioni rispettivamente di P, di S, di N, tali che: aP sia risposta ottima a (aS, aN); aS sia risposta ottima a aP; aN sia risposta ottima a aP. 

A tal fine costruiamo la seguente tabella in cui sono riportati i payoff per tutte le possibili combinazioni di un’azione aP di P e di una coppia di azioni (aS, aN) di S e di N rispettivamente (in particolare, il payoff di P è il payoff atteso di P).






   (S, N)






(F, F)                         (F, C)                                (C, F)                              (C, C) 

	  0  ,      0  ,  0 
	  2 – 2(        ,     0  , –2
	         2(     ,        –2  ,  0 
	      2    ,     –2  ,  –2 

	–2  ,      2  ,  2
	        0         ,     2  ,  0
	   6(  –  2   ,          4  ,  2
	    4(    ,       4  ,  0


         F                                                 

P      C

Ad esempio i valori della casella “riga C, colonna (F, F)”, cioè: –2 , 2 , 2, indicano che: se P sceglie C, S sceglie F, e N sceglie F, allora P, S, N ottengono rispettivamente –2 , 2 , 2.

Le risposte ottime rispettivamente di S e di N alle azioni F o C di P sono evidenziate di seguito.







   (S, N)






(F, F)                         (F, C)                                (C, F)                              (C, C) 

	  0  ,      0  ,  0 
	  2 – 2(        ,     0  , –2
	         2(     ,        –2  ,  0 
	      2    ,     –2  ,  –2 

	–2  ,      2  ,  2
	        0         ,     2  ,  0
	   6(  –  2   ,          4  ,  2
	    4(    ,       4  ,  0


         F                                                 

P      C

La risposta ottima di P ad ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di S una di N, può dipendere in generale dal valore di (, come riportato in precedenza:

0 > –2  
         vero per ogni (  ( [0,1]    [risp. ottima a (F, F) è: F per ogni (] 

2 – 2(  > –2(     vero per ogni (  ( [0,1]    [risp. ottima a (F, C) è: F per ogni (]

2(  > 6(  –  2 (  (  < 1/2                           [risp. ottima a (C, F) è: F per (  < 1/2; C per (  > 1/2]

      2 > 4(            (  (  < 1/2

               [risp. ottima a (C, C) è: F per (  < 1/2; C per (  > 1/2]

Allora si ottengono i seguenti risultati al variare di ( .

( 0 < (  < 1/2
(  c’è un unico EN bayesiano, come di seguito: [F, (F, F)].







   (S, N)






(F, F)                         (F, C)                                (C, F)                              (C, C) 

	  0  ,      0  ,  0 
	  2 – 2(        ,     0  , –2
	         2(     ,        –2  ,  0 
	      2    ,     –2  ,  –2 

	–2  ,      2  ,  2
	        0         ,     2  ,  0
	   6(  –  2   ,          4  ,  2
	    4(    ,       4  ,  0


         F                                                 

P      C

( (  = 1/2
(  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [F, (F, F)], [C, (C, F)].







   (S, N)






(F, F)                         (F, C)                                (C, F)                              (C, C) 

	  0  ,      0  ,  0 
	  2 – 2(        ,     0  , –2
	         2(     ,        –2  ,  0 
	      2    ,     –2  ,  –2 

	–2  ,      2  ,  2
	        0         ,     2  ,  0
	   6(  –  2   ,          4  ,  2
	    4(    ,       4  ,  0


         F                                                 

P      C

( 1/2 < (  < 1    (  ci sono due EN bayesiani, come di seguito: [F, (F, F)], [C, (C, F)].





   (S, N)






(F, F)                         (F, C)                                (C, F)                              (C, C) 

	  0  ,      0  ,  0 
	  2 – 2(        ,     0  , –2
	         2(     ,        –2  ,  0 
	      2    ,     –2  ,  –2 

	–2  ,      2  ,  2
	        0         ,     2  ,  0
	   6(  –  2   ,          4  ,  2
	    4(    ,       4  ,  0


         F                                                 

P      C

In conclusione: 

per 0 < (  < 1/2, c’è un unico EN bayesiano: [F, (F, F)];

per 1/2 < (  < 1, ci sono due EN bayesiani: [F, (F, F)], [C, (C, F)].

Quindi l’esito previsto del gioco è il seguente:

per 0 < (  < 1/2: Paolo sceglierà F; Sabrina sceglierà F se è del tipo S, e sceglierà C se è del tipo N;

per 1/2 < (  < 1 ci sono due possibili esiti: o un esito come il precedente, oppure un esito in cui: Paolo sceglierà C; Sabrina sceglierà C se è del tipo S, e sceglierà F se è del tipo N.

Come richiesto dal testo dell’esercizio evidenziamo che, per 0 < ( < 1/2, non esistono EN bayesiani in cui Paolo sceglie C.  

S-L.3

Rappresentiamo il gioco in forma normale, anche se non richiesto.

giocatori: {1, 2};

azioni disponibili: A1 = {T, B}; A2 = {L, R}. 

liste dei tipi: 

T1 = {1.I, 1.II}, dove: 1.I ( viene giocato il Gioco I, 1.II ( viene giocato il Gioco II; 

T2 = {Y}. 

distribuzioni di probabilità: 

p1 = (1/2, 1/2) su T1, la quale assegna a 1.I probabilità 1/2 e a 1.II probabilità 1/2;

p2 su T2, la quale assegna probabilità 1 a Y, essendo Y unico tipo del giocatore 2. 

funzioni di payoff:
i payoff u1(T, L, 1.I, Y), u1(T, R, 1.I, Y) … u2(T, L, 1.I, Y), u2(T, R, 1.I, Y) … sono riportati di seguito:


       Y

            L
    R
       

	   1 , 1
	   0 , 0

	   0 , 0
	   0 , 0


                  T

                               
     1.I         B

i payoff u1(T, L, 1.II, Y), u1(T, R, 1.II, Y) … u2(T, L, 1.II, Y), u2(T, R, 1.II, Y) … sono riportati di seguito:


       Y

            L
    R
       

	   0 , 0
	   0 , 0

	   0 , 0
	   2 , 2


                  T

                               
    1.II         B

Per calcolare l’esisto previsto del gioco, sarà richiesto di “sintetizzare” il payoff di Y in relazione ad entrambi 1.I e 1.II. A tal fine si adotta il criterio del valore atteso, come indicato nell’Esempio 2, mediante le distribuzioni di probabilità (si noti che stavolta il parametro ( ha un valore fissato, cioè ( = 1/2). 

Riportiamo nella seguente tabella il “payoff atteso” di Y per ogni sua azione L o R in corrispondenza di ogni possibile coppia di azioni, una di 1.I una di 1.II, che indichiamo con (. , .) (ad esempio (T, B) è la coppia di azioni in cui: 1.I sceglie T, e 1.II sceglie B).







       Y


               L


  R


	1/2
	0

	1/2
	1

	0
	0

	0
	1


                               (T, T)

                               (T, B)

                              (B, T)

                              (B, B)

Calcoliamo gli EN bayesiani del gioco.

Il giocatore 1 ha due tipi {1.I, 1.II}, mentre il giocatore 2 ha un solo tipo {Y}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [(a1.I, a1.II), aY] di azioni rispettivamente di 1.I, di 1.II, di Y, tali che: a1.I sia risposta ottima a aY; a1.II sia risposta ottima a aY; aY sia risposta ottima a (a1.I, a1.II).

A tal fine costruiamo la seguente tabella in cui sono riportati i payoff per tutte le possibili combinazioni di una coppia di azioni (a1.I, a1.II) di 1.I e di 1.II rispettivamente e di un’azione aY di Y (in particolare, il payoff di Y è il payoff atteso di Y).







       Y





               L


  R


	1  ,  0      ,     1/2
	0  ,  0      ,      0

	1  ,  0      ,     1/2
	0  ,  2      ,      1

	0  ,  0      ,      0
	0  ,  0      ,      0

	0  ,  0      ,      0
	0  ,  2      ,      1


                               (T, T)

                               (T, B)

   (1.I, 1.II)             (B, T)

                              (B, B)

Ad esempio i valori della casella “riga (T, B), colonna L”, cioè: 1 , 0, 1/2, indicano che: se 1.I sceglie T, 1.II sceglie B, e Y sceglie L, allora 1.I, 1.II, Y ottengono rispettivamente 1 , 0, 1/2.

Le risposte ottime rispettivamente di 1.I e di 1.II a ogni possibile azione di Y, e la risposta ottima di Y ad ogni possibile coppia di azioni (. , .), una di 1.I una di 1.II, sono evidenziate di seguito.







       Y





               L


  R


	1  ,  0      ,     1/2
	0  ,  0      ,      0

	1  ,  0      ,     1/2
	0  ,  2      ,      1

	0  ,  0      ,      0
	0  ,  0      ,      0

	0  ,  0      ,      0
	0  ,  2      ,      1


                               (T, T)

                               (T, B)

   (1.I, 1.II)             (B, T)

                              (B, B)

In conclusione, ci sono tre EN bayesiani: [(T, T), L], [(T, B), R], [(B, B), R]. 

Capitolo 4 – Appunti

Nel Capitolo 4 il libro introduce i giochi dinamici con informazione incompleta (i giochi con informazione incompleta sono detti anche giochi bayesiani). Questi giochi si svolgono in più fasi (giochi dinamici), in cui i giocatori scelgono un’azione da un insieme di azioni ammissibili. L’esito previsto per tali giochi è generato da quello che verrà definito come equilibrio di Nash bayesiano perfetto: esso è sia un raffinamento dell’equilibrio di Nash bayesiano (giochi statici con informazione incompleta) ( così come l’equilibrio di Nash perfetto nei sottogiochi è un raffinamento dell’equilibrio di Nash ( sia una generalizzazione dell’equilibrio di Nash perfetto nei sottogiochi (giochi dinamici con informazione completa). Per introdurre tali giochi prendiamo allora come riferimento i giochi statici con informazione incompleta e i giochi dinamici con informazione completa. 

( Come per i giochi statici con informazione incompleta: 

i payoff possono non essere noti con certezza a tutti i giocatori. Ciò significa che ogni giocatore può non conoscere di quali informazioni private sia in possesso un altro giocatore; tuttavia, può “fare delle ipotesi”, cioè può stilare una lista di tipo di un altro giocatore e definire su tale lista una distribuzione di probabilità. In accordo con il libro Gibbons (cfr. pag. 187, giochi di segnalazione), ci metteremo nel caso in cui la credenza di un giocatore sul tipo di un altro giocatore non è condizionata (cioè non dipende) da che tipo è lui stesso. Ciò permette di stilare per ogni giocatore i un’unica lista Ti di tipo del giocatore i e di definire su Ti un’unica distribuzione di probabilità pi che sia “conoscenza comune di tutti i giocatori” (cioè credenza comune, come fosse un dato ISTAT): in particolare, secondo la descrizione di Harsanyi (1967), ciò permette di rappresentare tali giochi come giochi dinamici con informazione completa e imperfetta. 

( Come per i giochi dinamici con informazione completa: 

il gioco si svolge in più fasi. L’esito previsto di un gioco dinamico con informazione completa è generato dall’equilibrio di Nash perfetto nei sottogiochi, che è un equilibrio di Nash del gioco che resta tale per ogni suo sottogioco. Per i giochi dinamici con informazione incompleta, l’idea di sottogioco è sostituita/estesa dall’idea di sottogioco di continuazione (detto anche gioco di continuazione), definita di seguito. Riferendoci all’albero della rappresentazione del gioco: 

:: un sottogioco comincia da un qualsiasi insieme informativo completo formato da un singolo nodo decisionale; 

:: un sottogioco di continuazione comincia da un qualsiasi insieme informativo completo (non importa se formato da un singolo nodo oppure da più nodi decisionali). 

L’esito previsto di un gioco dinamico ad informazione incompleta è generato dall’equilibrio di Nash bayesiano perfetto, che è un equilibrio di Nash bayesiano del gioco che resta tale per ogni suo sottogioco di continuazione. Al fine di calcolare un equilibrio di Nash bayesiano in un generico sottogioco di continuazione che indichiamo con G(I), dove I è l’insieme informativo completo all’origine di tale sottogioco di continuazione, è necessario stimare il payoff ottenuto da tutti i giocatori in G(I) e in particolare dal giocatore implicato in I (in I è implicato esattamente un giocatore: il giocatore a cui tocca giocare in ogni nodo decisionale in I). Allora è necessario, per ogni insieme informativo completo I, introdurre una distribuzione di probabilità pI su I: tale distribuzione di probabilità è il belief (cioè la credenza) del giocatore implicato in I sulla possibilità che il gioco arrivi su ciascuno dei nodi decisionali in I nel caso in cui il gioco arrivi ad I, ed è utilizzata per calcolare il “payoff atteso” del giocatore implicato in I (il payoff viene calcolato mediante il criterio del valore atteso). In accordo con il libro Gibbons (cfr. pag. 187, giochi di segnalazione), ci metteremo nel caso in cui il belief di un giocatore sugli insiemi informativi in cui è implicato non è condizionato (cioè non dipende) da che tipo è lui stesso. Ciò permette di definire per ogni insieme informativo completo I un’unica distribuzione di probabilità pI su I che sia “conoscenza comune di tutti i giocatori” (cioè credenza comune, come fosse un dato ISTAT).

Avviso: nel seguito, l’espressione “Equilibrio/i di Nash” è indicata con la sigla EN.
Giochi di segnalazione [cfr. libro Gibbons, pag. 187]
Un gioco di segnalazione è un gioco dinamico con informazione incompleta con due giocatori: il Mittente e il Destinatario. Al Mittente è associata una lista di tipi T = {t1, …, tI}, alla quale è associata una distribuzione di probabilità P(T) su T, mentre al Destinatario è associata una lista di tipi formata da un solo tipo, alla quale è quindi associata una distribuzione di probabilità ovvia. 

La struttura temporale del gioco è la seguente:

1) La Natura estrae da T un tipo ti in base alla distribuzione di probabilità P(T).

2) Il Mittente osserva ti e poi sceglie un messaggio mj da un insieme di messaggi ammissibili M = {m1, …, mJ}.

3) il Destinatario osserva mj (ma non ti) e poi sceglie un’azione ak da un insieme di azioni ammissibili A = {a1, …, aK}.  

4) I payoff sono dati da UMittente(ti, mj, ak) e UDestinatario(ti, mj, ak). 

Tali giochi hanno estese applicazioni, come indicato nel libro Gibbons (cfr. pag. 188). 

Nel seguito consideriamo il seguente gioco di segnalazione G (come caso minimale) rappresentato in figura in forma estesa secondo la descrizione di Harsanyi (1967), in cui:

T = {t1, t2}, P(T) = {1/2, 1/2}, M = {L, R}, A = {u, d}, i payoff sono riportati in figura indicando prima quello del Mittente poi quello del Destinatario (per una fluida lettura si osservi che L sta per left, R per right, u per up, d per down). 

Si noti che il gioco non si sviluppa a partire da un nodo iniziale nella parte superiore dell’albero per procedere fino ai nodi terminali nella parte inferiore, ma si sviluppa invece da una mossa iniziale della Natura nella parte centrale dell’albero per procedere fino ai nodi terminali che si trovano ai margini sinistro e destro. 
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Si rammenti che (in qualunque gioco) la strategia di un giocatore è un piano completo di azione – una strategia specifica un’azione ammissibile per ogni circostanza in cui il giocatore potrebbe essere chiamato ad agire. Riportiamo allora le strategie dei giocatori nel gioco G.

Strat. 1 del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli L; se la Natura estrae t2, allora scegli L.   

Strat. 2 del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli L; se la Natura estrae t2, allora scegli R.   

Strat. 3 del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli L.

Strat. 4 del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli R.   

Strat. 1 del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli u.   

Strat. 2 del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli d.   

Strat. 3 del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli d; se il Mittente sceglie R, allora scegli u.

Strat. 4 del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli d; se il Mittente sceglie R, allora scegli d.   

Calcolo degli EN bayesiani del gioco G 

Il Mittente ha due tipi {t1, t2}, mentre Destinatario ha un solo tipo diciamo {D}. 

Per calcolare gli EN bayesiani, bisogna allora calcolare una terna [(a1, a2), aD] di azioni rispettivamente di t1, di t2, di D, tali che: a1 sia risposta ottima a aD; a2 sia risposta ottima a aD; aD sia risposta ottima a (a1, a2). A tal fine costruiamo la seguente tabella in cui sono riportati i payoff per tutte le possibili combinazioni di una coppia di azioni (a1, a2), una di t1 una di t2, e di un’azione aD di D (in particolare, il payoff di D è il payoff atteso di D). 

Si noti che: 

la Str. 1 del Mittente corrisponde alla coppia di azioni (L, L) di t1 e di t2 rispettivamente;

la Str. 2 del Mittente corrisponde alla coppia di azioni (L, R) di t1 e di t2 rispettivamente;
la Str. 3 del Mittente corrisponde alla coppia di azioni (R, L) di t1 e di t2 rispettivamente;
la Str. 4 del Mittente corrisponde alla coppia di azioni (R, R) di t1 e di t2 rispettivamente.

	
	Strat. 1 Dest
	Strat. 2 Dest
	Strat. 3 Dest
	Strat. 4 Dest

	Strat. 1 Mitt
	1 , 2    ,     7/2
	1 , 2    ,     7/2
	4 , 0    ,     1/2
	4 , 0    ,     1/2

	Strat. 2 Mitt
	1 , 2    ,     3/2
	1 , 1    ,     5/2
	     4 , 2    ,      0
	     4 , 1    ,      1

	Strat. 3 Mitt
	2 , 2    ,     5/2
	     0 , 2    ,      2
	     2 , 0    ,      1
	0 , 0    ,     1/2

	Strat. 4 Mitt
	2 , 1    ,     1/2
	     0 , 1    ,      1
	2 , 1    ,     1/2
	     0 , 1    ,      1


Ad esempio i valori della casella (Strat. 1 Mitt, Strat. 1 Dest), cioè: 1 , 2 , 7/2, indicano che: se t1 sceglie L, t2 sceglie L, e D sceglie Strat. 1 Dest, allora t1, t2, D ottengono rispettivamente 1 , 2 , 7/2 (il payoff di D si ottiene come: (0,5)3 +  (0,5)4 = 7/2, dato che P(T) = (1/2, 1/2)).

In conclusione ci sono due EN bayesiani: (Strat. 1 Mitt, Strat. 2 Dest) e (Strat. 3 Mitt, Strat. 1 Dest).

Premessa per il calcolo di EN bayesiani perfetti di G

Come detto sopra, il calcolo di un EN bayesiano perfetto di G richiede il calcolo di un EN bayesiano (o di una semplice azione ottima) per ogni sottogioco di continuazione di G, ed allora è necessario introdurre per ogni insieme informativo completo una distribuzione di probabilità, ricordando che tali distribuzioni sono “conoscenza comune”. 

Nel gioco G ci sono due insiemi informativi completi, in cui è implicato il Destinatario, da cui cominciano sottogiochi di continuazione: 

:: quello a sinistra in figura, sia Isin [che corrisponde al caso “il Mittente sceglie L”], a cui associamo una generica distribuzione di probabilità (p, 1(p): sia G(Isin) il sottogioco di continuazione che comincia in Isin.

:: quello a destra in figura, sia Idx [che corrisponde al caso “il Mittente sceglie R”], a cui associamo una generica distribuzione di probabilità (q, 1(q): sia G(Idx) il sottogioco di continuazione che comincia in Idx.   

Si noti che: 

( in questo gioco G, il calcolo di un EN bayesiano (o di una semplice azione ottima) per G(Isin) e per G(Idx), consiste nel calcolo della semplice azione ottima del Destinatario, nel caso in cui il Mittente scelga L (quindi per G(Isin)) e nel caso in cui il Mittente scelga R (quindi per G(Idx)). 

( ad ogni assegnazione di valori delle distribuzioni di probabilità (p, 1(p) e (q, 1(q), corrisponde un diverso calcolo della semplice azione ottima del Destinatario, e quindi alla fine corrisponde un diverso EN bayesiano perfetto (o più di uno); in generale, a differenti assegnazioni di valori, può corrispondere uno stesso EN bayesiano perfetto. 
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Esempio di calcolo di un EN bayesiano perfetto di G

Poniamo ad esempio (p, 1(p) = (1/2, 1/2) e (q, 1(q) = (1/3, 2/3).

Calcoliamo l’azione ottima del Destinatario nel caso in cui il Mittente scelga L:

se il Destinatario sceglie u, allora il suo payoff atteso è: 3p + 4(1(p) = 3(1/2) + 4(1/2) = 7/2;      

se il Destinatario sceglie d, allora il suo payoff atteso è: 0p + 1(1(p) = 0(1/2) + 1(1/2) = 1/2.

Quindi: se il Mittente sceglie L, allora il Destinatario sceglie u.       

                          (1)

Calcoliamo l’azione ottima del Destinatario nel caso in cui il Mittente scelga R:

se il Destinatario sceglie u, allora il suo payoff atteso è: 1q + 0(1(q) =1(1/3) + 0(2/3) = 1/3;      

se il Destinatario sceglie d, allora il suo payoff atteso è: 0q + 2(1(q) = 0(1/2) + 2(2/3) = 4/3.

Quindi: se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie d.     



              (2) 

Per completare il calcolo dell’EN bayesiano perfetto, calcoliamo le rispettive azioni ottime di t1 e di t2, ora che è nota l’azione ottima del Destinatario per ogni evenienza.           

Calcoliamo l’azione ottima di t1: 

se t1 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u (per (1)): allora il payoff di t1 è 1;

se t1 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d (per (2)): allora il payoff di t1 è 0.

Allora t1 sceglie L.

Calcoliamo l’azione ottima di t2: 

se t2 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u (per (1)): allora il payoff di t2 è 2;

se t2 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d (per (2)): allora il payoff di t2 è 1.

Allora t2 sceglie L.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue: 

Strat. del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli L; se la Natura estrae t2, allora scegli L;   

Strat. del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli d.   

Si noti che tale EN bayesiano perfetto è l’EN bayesiano (Strat. 1 Mitt, Strat. 2 Dest) calcolato sopra.

Calcolo di tutti gli EN bayesiani perfetti di G

Calcoliamo tutti gli EN bayesiani perfetti di G [cioè per ogni distribuzione di probabilità (p, 1(p) e per ogni distribuzione di probabilità (q, 1(q), quindi con 0 < p < 1 e con 0 < q < 1]. 

Calcoliamo l’azione ottima del Destinatario nel caso in cui il Mittente scelga L:

se il Destinatario sceglie u, allora il suo payoff atteso è: 3p + 4(1(p) = 4 ( p;      

se il Destinatario sceglie d, allora il suo payoff atteso è: 0p + 1(1(p) = 1 ( p.


Calcoliamo l’azione ottima del Destinatario nel caso in cui il Mittente scelga R:

se il Destinatario sceglie u, allora il suo payoff atteso è: 1q + 0(1(q) = q;      

se il Destinatario sceglie d, allora il suo payoff atteso è: 0q + 2(1(q) = 2 ( 2q. 
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Per completare il calcolo degli EN bayesiani perfetti, calcoliamo le rispettive azioni ottime di t1 e di t2, ora che è nota l’azione ottima del Destinatario per ogni evenienza: in accordo con (1) e (2), consideriamo i seguenti casi.             

Caso 1: 0 < p < 1 e 0 < q < 2/3 

Allora per (1) e (2):

se il Mittente sceglie L, allora il Destinatario sceglie u; 

se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie d.

Calcoliamo l’azione ottima di t1: 

se t1 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 1;

se t1 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d: allora il payoff di t1 è 0.

Allora t1 sceglie L.

Calcoliamo l’azione ottima di t2: 

se t2 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 2;

se t2 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d: allora il payoff di t2 è 1.

Allora t2 sceglie L.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue: 

Strat. del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli R;   

Strat. del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli d.   

Si noti che tale EN bayesiano perfetto è l’EN bayesiano (Strat. 1 Mitt, Strat. 2 Dest) calcolato sopra.

Caso 2: 0 < p < 1 e q = 2/3 

Allora per (1) e (2):

se il Mittente sceglie L, allora il Destinatario sceglie u; 

se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie indifferentemente u o d.

Caso 2.1: se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie u.
Calcoliamo l’azione ottima di t1: 

se t1 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 1;

se t1 sceglie R, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 2.

Allora t1 sceglie R.

Calcoliamo l’azione ottima di t2: 

se t2 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 2;

se t2 sceglie R, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 1.

Allora t2 sceglie L.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue: 

Strat. del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli L;   

Strat. del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli u.   

Si noti che tale EN bayesiano perfetto è l’EN bayesiano (Strat. 3 Mitt, Strat. 1 Dest) calcolato sopra.

Caso 2.2: se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie d.
Calcoliamo l’azione ottima di t1: 

se t1 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 1;

se t1 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d: allora il payoff di t1 è 0.

Allora t1 sceglie L.

Calcoliamo l’azione ottima di t2: 

se t2 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 2;

se t2 sceglie R, allora il Destinatario sceglie d: allora il payoff di t2 è 1.

Allora t2 sceglie L.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue: 

Strat. del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli R;   

Strat. del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli d.   

Si noti che tale EN bayesiano perfetto è l’EN bayesiano (Strat. 1 Mitt, Strat. 2 Dest) calcolato sopra.

In conclusione per il Caso 2 esistono 2 EN bayesiani perfetti.

Caso 3: 0 < p < 1 e 2/3 < q < 1  

Allora per (1) e (2):

se il Mittente sceglie L, allora il Destinatario sceglie u; 

se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario sceglie u.

Calcoliamo l’azione ottima di t1: 

se t1 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 1;

se t1 sceglie R, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t1 è 2.

Allora t1 sceglie R.

Calcoliamo l’azione ottima di t2: 

se t2 sceglie L, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 2;

se t2 sceglie R, allora il Destinatario sceglie u: allora il payoff di t2 è 1.

Allora t1 sceglie L.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue: 

Strat. del Mittente: se la Natura estrae t1, allora scegli R; se la Natura estrae t2, allora scegli L;   

Strat. del Destinatario: se il Mittente sceglie L, allora scegli u; se il Mittente sceglie R, allora scegli u.   

Si noti che tale EN bayesiano perfetto è l’EN bayesiano (Strat. 3 Mitt, Strat. 1 Dest) calcolato sopra.

Nota 1: Come si è verificato sopra, per ogni fissata assegnazione di valori di (p, 1(p) e per ogni fissata assegnazione di valori di (q, 1(q), i corrispondenti EN bayesiani perfetti formano un sottoinsieme degli EN bayesiani del gioco: in questo senso l’EN bayesiano perfetto è un raffinamento dell’EN bayesiano.

Nota 2: Nel calcolo dell’EN bayesiano perfetto mostrato sopra, la distribuzione P(T) = (1/2, 1/2) sembra essere ignorata, in particolare sono considerate solo le distribuzioni (p, 1(p) e (q, 1(q). In realtà la distribuzione P(T) influenza/determina tali distribuzioni, insieme ad altre due distribuzioni  di probabilità “ombra” [che sono conoscenza comune, cioè credenza comune come un dato ISTAT, essendo (p, 1(p) e (q, 1(q) conoscenza comune]:

:: la prima, sia (x, 1(x), può essere intesa come una credenza [nota ad entrambi i giocatori] ad esempio del Destinatario su t1, cioè: il Destinatario stima che t1 scelga {L, R} secondo la distribuzione di probabilità (x, 1(x) [in alternativa (x, 1(x) può essere intesa direttamente come credenza comune, o come una strategia mista di t1 nota ad entrambi i giocatori]. 
:: la seconda, sia (y, 1(y), può essere intesa come una credenza [nota ad entrambi i giocatori] ad esempio del Destinatario su t2, cioè: il Destinatario stima che t2 scelga {L, R} secondo la distribuzione di probabilità (y, 1(y) [in alternativa (y, 1(y) può essere intesa direttamente come credenza comune, o come una strategia mista di t2 nota ad entrambi i giocatori].

Allora (p, 1(p) e (q, 1(q) vengono calcolate proprio in base a P(T) = (1/2, 1/2), a (x, 1(x), e a (y, 1(y), mediante la Legge di Bayes, come segue.
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Calcolo di p (e quindi di 1(p): in base a P(T) = (1/2, 1/2), a (x, 1(x), e a (y, 1(y), la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [p] è uguale a (1/2)x, mentre la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [1(p] è uguale a (1/2)y. Allora (dato che non si ha necessariamente che (1/2)x + (1/2)y = 1) per la Legge di Bayes si pone p = (1/2)x / [(1/2)x + (1/2)y], e quindi 1(p = (1/2)y / [(1/2)x + (1/2)y].  

Calcolo di q (e quindi di 1(q): in base a P(T) = (1/2, 1/2), a (x, 1(x), e a (y, 1(y), la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [q] è uguale a (1/2)(1(x), mentre la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [1(q] è uguale a (1/2)(1(y). Allora (dato che non si ha necessariamente che (1/2)(1(x) + (1/2)(1(y) = 1) per la Legge di Bayes si pone q = (1/2)(1(x) / [(1/2)(1(x) + (1/2)(1(y)], e quindi 1(q = (1/2)(1(y) / [(1/2)(1(x) + (1/2)(1(y)].                [Fine nota]

Nota 3: sulle differenze con libro Gibbons e con altri testi.
Le Strat. 1 e Strat. 4 del Mittente sono dette pooling (accomunanti) poiché ogni tipo invia lo stesso messaggio, mentre le Strat. 2 e Strat. 3 del Mittente sono dette separating (separanti) poiché ogni tipo invia un messaggio differente. Il libro Gibbons e altri testi evidenziano i seguenti “eventuali” EN bayesiani perfetti, che sono caratterizzati da una fissata strategia del Mittente e da una fissata assegnazione di valori di (p, 1(p) o di  (q, 1(q) (in altri termini, per calcolare un EN bayesiano perfetto si prendono come riferimento le strategie del Mittente, imponendo inoltre relative condizioni sui valori delle distribuzioni di probabilità):

Equilibri pooling:

:: Strat 1 del Mittente; (p, 1(p) =  P(T); (q, 1(q) è libero. 
:: Strat 4 del Mittente; (p, 1(p) è libero; (q, 1(q) =  P(T).






Equilibri separating:

:: Strat 2 del Mittente; (p, 1(p) =  (1, 0); (q, 1(q) =  (0, 1); 
:: Strat 3 del Mittente; (p, 1(p) =  (0, 1); (q, 1(q) =  (1, 0).                                            [Fine nota]

Esempio 1 [Impresa - Consumatore] 

(cfr. http://lucacorreani.altervista.org/dati/esercizi%20economia%20industriale/eserciziario.pdf)

Un mercato è formato da una Impresa e da un Consumatore. L’Impresa può essere di due tipi in base alla lista T = {A, B}, dove A = produce prodotti di alta qualità, mentre B = produce prodotti di bassa qualità; a T è associata la distribuzione di probabilità P(T) = (3/4, 1/4). Il Consumatore è di un solo tipo. L’Impresa, conosciuto il suo tipo, sceglie se fare pubblicità (P) [il che comporta un costo, pari a 5], oppure se non fare pubblicità (NP). Il Consumatore, conosciuta la scelta dell’Impresa (ma non il suo tipo), sceglie se comprare il prodotto (C), oppure se non comprare il prodotto (NC). I payoff sono riportati in figura. Le distribuzioni di probabilità associate ai due insiemi informativi completi sono indicate  rispettivamente con (p, 1(p) e (q, 1(q), come riportato in figura.

1) Calcolare gli EN bayesiani perfetti del gioco per i valori (p, 1(p) = (3/4, 1/4) e (q, 1(q) = (1/4, 3/4).

2) Calcolare gli EN bayesiani perfetti del gioco nel caso in cui il Consumatore stimi [ciò è conoscenza comune] che: A scelga {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (x, 1(x) = (4/5, 1/5);  B giochi {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (y, 1(y) = (1/2, 1/2).   
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1) Calcolare gli EN bayesiani perfetti del gioco per i valori (p, 1(p) = (3/4, 1/4) e (q, 1(q) = (1/4, 3/4).

Calcoliamo l’azione ottima del Consumatore nel caso in cui l’Impresa scelga P:

se il Consumatore sceglie C, allora il suo payoff atteso è: 10p ( 5(1(p) = 10(3/4) ( 5(1/4) = 25/4;      

se il Consumatore sceglie NC, allora il suo payoff atteso è: 0p + 0(1(p) = 0(3/4) + 0(1/4) = 0.

Quindi: se l’Impresa sceglie P, allora il Consumatore sceglie C.      



(1)

Calcoliamo l’azione ottima del Consumatore nel caso in cui l’Impresa scelga NP:

se il Consumatore sceglie C, allora il suo payoff atteso è: 10q ( 5(1(q) = 10(1/4) ( 5(3/4) = ( 5/4;      

Se il Destinatario sceglie NC, allora il suo payoff atteso è: 0q + 0(1(q) = 0(1/4) + 0(3/4) = 0.

Quindi: se l’Impresa sceglie NP, allora il Consumatore sceglie NC.     


            (2) 

Per completare il calcolo dell’EN bayesiano perfetto, calcoliamo le rispettive azioni ottime di A e di B, ora che è nota l’azione ottima del Consumatore per ogni evenienza.           

Calcoliamo l’azione ottima di A: 

se A sceglie P, allora il Consumatore sceglie C (per (1)): allora il payoff di A è 10;

se A sceglie NP, allora il Consumatore sceglie NC (per (2)): allora il payoff di A è 0.

Allora A sceglie P.

Calcoliamo l’azione ottima di B: 

se B sceglie P, allora il Consumatore sceglie C (per (1)): allora il payoff di B è 10;

se B sceglie NP, allora il Consumatore sceglie NC (per (2)): allora il payoff di B è 0.

Allora B sceglie P.

Quindi esiste un unico EN bayesiano perfetto, definito come segue:

Strat. dell’Impresa: se la Natura estrae A, allora scegli P; se la Natura estrae B, allora scegli P;   

Strat. del Consumatore: se l’Impresa sceglie P, allora scegli C; se l’Impresa sceglie NP, allora scegli NC.   

2) Calcoliamo gli EN bayesiani perfetti del gioco nel caso in cui il Consumatore stimi [ciò è conoscenza comune] che: A scelga {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (x, 1(x) = (4/5, 1/5);  B scelga {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (y, 1(y) = (1/2, 1/2).   

In accordo con la Nota 2, il procedimento può essere il seguente: 

(a) calcolare i valori di (p, 1(p) e (q, 1(q) mediante la Legge di Bayes, in base a P(T) = (3/4, 1/4), a (x, 1(x), e a (y, 1(y); 

(b) calcolare gli EN baysesiani perfetti per i valori di (p, 1(p) e (q, 1(q) calcolati sopra.

(a) Calcolo di p (e quindi di 1(p): in base a P(T) = (3/4, 1/4), a (x, 1(x), e a (y, 1(y): 

la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [p] è uguale a (3/4)(4/5) = 3/5; 

la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [1(p] è uguale a (1/4)(1/2) = 1/8.

Allora (dato che non si ha necessariamente che 3/5  + 1/8 = 1) per la Legge di Bayes si pone: 

p = (3/5) / [(3/5) + (1/8)]  = 24/29;

1(p = (1/8) / [(3/5) + (1/8)] = 5/29.   

Calcolo di q (e quindi di 1(q): in base a P(T) = (3/4, 1/4), a (x, 1(x), e a (y, 1(y): 

la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [q] è uguale a (3/4)(1/5) = 3/20; 

la probabilità che il gioco arrivi nel nodo (in figura) associato a [1(q] è uguale a (1/4)(1/2) = 1/8;

Allora (dato che non si ha necessariamente che (3/20) + (1/8) = 1) per la Legge di Bayes si pone: 

q = (3/20) / [(3/20) + (1/8)] = 6/11; 

1(q = (1/8) / [(3/20) + (1/8)] = 5/11.

(b) Calcoliamo gli EN baysesiani perfetti per i valori di (p, 1(p) e (q, 1(q) calcolati sopra, cioè per (p, 1(p) = (24/29, 5/29) e (q, 1(q) = (6/11, 5/11). Questo calcolo può essere eseguito con il procedimento già applicato nel punto 1: allora per brevità non è qui riportato.  

Esempio 2 [detto: Dating Game] (rivisitato)

Ugo e Donatella vanno a cena insieme per eventuale inizio relazione. Ugo può essere di due tipi in base alla lista T = {A, B}, dove A = intenzioni serie, mentre B = intenzioni non serie; a T è associata la distribuzione di probabilità P(T) = (1/2, 1/2). Donatella è di un solo tipo. Ugo, conosciuto il suo tipo, sceglie se rivelarsi/fingersi preso da Donatella (P), oppure se non rivelarsi/fingersi preso da Donatella (NP) [in senso tattico]. Donatella, conosciuta la scelta di Ugo (ma non il suo tipo), sceglie se concedere a Ugo la possibilità di una relazione (C), oppure se non concedere a Ugo la possibilità di una relazione (NC). I payoff sono riportati in figura. Le distribuzioni di probabilità associate ai due insiemi informativi completi sono indicate con (p, 1(p) e (q, 1(q), come riportato in figura.

1) Calcolare gli EN bayesiani perfetti del gioco per i valori  (p, 1(p) = (4/5, 1/5) e (q, 1(q) = (1/2, 1/2).

2) Calcolare gli EN bayesiani perfetti del gioco per i valori (p, 1(p) e (q, 1(q) che si ottengono sapendo che Donatella stimi [ciò è conoscenza comune] che: A scelga {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (x, 1(x) = (2/3, 1/3);  B scelga {P, NP} secondo la distribuzione di probabilità (y, 1(y) = (3/4, 1/4).   
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La soluzione dell’Esempio 2 può essere sviluppata come esercizio, con riferimento all’Esempio 1.

Quindi: se il Mittente sceglie L, allora il Destinatario 		        (1)


sceglie u se [4 ( p > 1 ( p], cioè sempre, per ogni p, 


sceglie d se [4 ( p < 1 ( p], cioè mai, 


sceglie indifferentemente u o d se [4 ( p = 1 ( p], cioè mai.                 





Quindi: se il Mittente sceglie R, allora il Destinatario 			(2)


sceglie u se [q > 2 ( 2q], cioè se 2/3 < q < 1, 


sceglie d se [q < 2 ( 2q], cioè se 0 < q < 2/3, 


sceglie indifferentemente u o d se [q = 2 ( 2q], cioè se q = 2/3. 
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