Capitolo 2 – Esercizi

Nota bene
1. Nel Capitolo 1, il libro ha trattato i giochi statici, cioè giochi che si svolgono in un'unica fase nella quale i giocatori scelgono/giocano un’azione. Nel Capitolo 2, il libro tratta i giochi dinamici, cioè giochi che si svolgono in più fasi in ognuna delle quali i giocatori scelgono/giocano un’azione.

2. Nel Capitolo 1, le azioni coincidevano con le strategie, dato che i giochi erano statici. Nel Capitolo 2, le azioni non coincidono con le strategie, nel senso che la definizione di strategia è più in generale la seguente:

Una strategia di un giocatore è un piano completo di azione: tale piano specifica un’azione ammissibile del giocatore per ciascuna circostanza in cui il giocatore può essere chiamato ad agire.

3. Nel Capitolo 1, i giochi statici erano rappresentati in forma normale. Nel Capitolo 2, i giochi dinamici vengono rappresentati sia in forma normale, sia in forma estesa. 

4. Nel Capitolo 1, l’esito previsto di un gioco statico era costituito ed era generato dall’equilibrio di Nash del gioco. Nel Capitolo 2, l’esito previsto di un gioco dinamico è costituito da certi esiti (esito di backward induction, esito perfetto nei sottogiochi, ecc…) a seconda della tipologia del gioco ed è generato dall’equilibrio di Nash perfetto nei sottogiochi del gioco. 

5. Il concetto di equilibrio di Nash di un gioco resta lo stesso sia nel caso statico sia nel caso dinamico: in un gioco con due giocatori, esso è una coppia di strategie “in accordo con la definizione di strategia data sopra” che costituiscono una mutua corrispondenza di risposte ottime. In particolare esso si deduce dalla rappresentazione in forma normale del gioco.

Il concetto di equilibrio di Nash perfetto nei sottogiochi di un gioco dinamico è un raffinamento del concetto di equilibrio di Nash: esso è un particolare equilibrio di Nash con la caratteristica di essere “credibile” (nel senso di essere formato da “strategie credibili”), cioè con la caratteristica di rimanere equilibrio di Nash (o semplice azione ottima) per ogni sottogioco del gioco. In particolare esso si deduce dalla rappresentazione in forma estesa del gioco.

Avviso: nel seguito, l’espressione “Equilibrio/i di Nash” è indicata con la sigla EN. 

E. Giochi dinamici con informazione completa e perfetta

E.1. Calcolare l’esito di backward induction dei seguenti tre giochi dinamici in cui:

1) il giocatore I sceglie a1 ( A1, dove A1 è l’insieme delle azioni ammissibili di I;

2) il giocatore II osserva a1, poi sceglie a2 ( A2, dove A2 è l’insieme delle azioni ammissibili di II; 

3) i payoff sono u1(a1, a2) e u2(a1, a2), riportati nelle seguenti tabelle per ognuno dei tre giochi. 

       II      
 





	1 , 1
	3 , 3

	2 , 4
	4 , 2


  
      

       
    I 







      II
       
    

	2 , 0
	0 , 3
	2 , 1

	4 , 3
	5 , 2
	1 , 4

	2 , 5
	3 , 1
	6 , 3


           I      


       II         
      

	0 , 0
	1 , 3
	2 , 1

	2 , 0
	2 , 4
	0 , 2

	1 , 0
	2 , 1
	3 , 4


           I      

E.2. Calcolare l’esito di backward induction del seguente gioco dinamico in cui:

1)  il giocatore I sceglie x ( R ( = insieme dei numeri reali);

2) il giocatore II osserva x, poi sceglie y ( R ( = insieme dei numeri reali); 

3) i payoff sono u1(x, y) e u2(x, y), riportati di seguito:

u1(x, y) = – x2 – (y – 4)x   

u2(x, y) = – y2 – (x – 4)y
E.3. [cfr. libro Gibbons, a pag. 67: Duopolio di Stackelberg]

Si consideri un modello di duopolio nel quale si muovono due imprese che producono ciascuna una quantità qi, i = 1, 2, del medesimo prodotto. Supponiamo che l’impresa I sia predominante sull’impresa II  e che quindi le imprese agiscano secondo il seguente schema:

1) L’impresa I decide la quantità di bene da produrre, sia q1 ( [0, (].

2) L’impresa II osserva q1, poi decide la quantità di bene da produrre, sia q2 ( [0, (].

3) I payoff sono dati da ui(q1, q2), per i = 1, 2, riportati di seguito:

ui(q1, q2) = qi (a – q1 – q2) – cqi


[cfr. Duopolio di Cournot: a e c costanti, con a > c > 0; costo unitario è c; quantità totale prodotta è Q = q1 + q2; prezzo unitario è P(Q) = a – Q; payoff è ui(q1, q2) = qiP(Q) – cqi] 

Calcolare l’esito di backward induction del gioco.

F. Giochi dinamici a due stadi con informazione completa e imperfetta

F.1 [cfr. libro Gibbons, Problema 2.6]

Si consideri un modello di oligopolio nel quale si muovono tre imprese che producono ciascuna una quantità qi, i = 1, 2, 3, del medesimo prodotto. Supponiamo che l’impresa I sia predominante sulle imprese II e III e che quindi le imprese agiscano secondo il seguente schema:

1) L’impresa I decide la quantità da produrre: sia q1 ( [0, (].

2) Le imprese II e III osservano q1, poi decidono simultaneamente le quantità da produrre: siano rispettivamente q2 ( [0, (] e q3 ( [0, (].

3) I payoff sono dati da ui(q1, q2, q3), per i = 1, 2, 3, riportati di seguito:

ui(q1, q2, q3) = qi (a – q1 – q2 – q3) – cqi

   


[cfr. Duopolio di Cournot: a e c costanti, con a > c > 0; costo unitario è c; quantità totale prodotta è Q = q1 + q2 + q3; prezzo unitario è P(Q) = a – Q; payoff è ui(q1, q2, q3) = qiP(Q) – cqi] 

A. Calcolare l’esito perfetto nei sottogiochi del gioco.

B. Calcolare i profitti associati a tale esito.

F.2 [cfr. dispense Prof. Dall’Aglio (Foglio 5, Esercizio 4)]

Si consideri un modello di oligopolio nel quale si muovono quattro imprese che producono ciascuna una quantità qi, i = 1, 2, 3, 4, del medesimo prodotto. Supponiamo che le imprese I e II siano predominanti sulle imprese III e IV e che quindi le imprese agiscano secondo il seguente schema:

1) Le imprese I e II decidono simultaneamente le quantità da produrre: siano rispettivamente 
q1 ( [0, (] e q2 ( [0, (].

2) Le imprese III e IV osservano q1 e q2, poi decidono simultaneamente le quantità da produrre: siano rispettivamente q3 ( [0, (] e q4 ( [0, (].

3) I payoff sono dati da ui(q1, q2, q3, q4), per i = 1, 2, 3, 4, riportati di seguito: 

ui(q1, q2, q3, q4) = qi (a – q1 – q2 – q3 – q4) – cqi

   


[cfr. Duopolio di Cournot: a e c costanti, a > c > 0; costo unitario è c; quantità totale prodotta è Q = q1 + q2 + q3 + q4; prezzo unitario è P(Q) = a – Q; payoff è ui(q1, q2, q3, q4) = qiP(Q) – cqi]

A. Calcolare l’esito perfetto nei sottogiochi del gioco.

B. Calcolare i profitti associati a tale esito.

G. Giochi ripetuti (un numero finito di volte)  

G.1. Sia G il gioco statico con due giocatori rappresentato nella tabella di seguito: ogni riga/colonna è un’azione del I/II giocatore e i numeri nelle caselle sono i rispettivi payoff.

Sia G(2) il gioco ripetuto in cui G si ripete due volte, il secondo stadio si svolge dopo aver osservato l’esito del primo, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

1) Calcolare gli esiti perfetti nei sottogiochi del gioco G(2).

2) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi del gioco G(2).    

               a        b

	1 , 1
	7 , 0

	0 , 7
	5 , 5


                            A       

 
     



     B

G.2. [Pricing Game, ripetuto un numero finito di volte]  

Due rivenditori in un piccolo centro turistico ogni mattina giocano il seguente gioco statico G: ognuno dei due deve scegliere il prezzo di un bene che vendono entrambi; ognuno dei due può scegliere un prezzo basso (L), oppure scegliere un prezzo alto (H); i payoff sono riportati nella tabella di seguito.    

La stagione turistica dura solo tre mesi, cioè 90 giorni, dopo di che le attività saranno sospese. Quindi i rivenditori giocano il gioco G(90), cioè il gioco ripetuto in cui G si ripete 90 volte, ogni stadio (stadio = giorno) si svolge dopo aver osservato l’esito del precedente, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

1) Calcolare gli esiti perfetti nei sottogiochi del gioco G(90).

2) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi del gioco G(90).

         
   L        H

	1 , 1
	4 , 0

	0 , 4
	2 , 2


                         L           
  
      

       
    
 H           
     

G.3. [Duopolio di Cournot, ripetuto un numero finito di volte] 

Ripetere l’Esercizio G.2 assumendo che il gioco G sia dato dal gioco del Duopolio di Cournot.

G.4. Sia G il gioco statico con due giocatori rappresentato nella tabella di seguito: ogni riga/colonna è un’azione del I/II giocatore e i numeri nelle caselle sono i rispettivi payoff.

Sia G(2) il gioco ripetuto in cui G si ripete due volte, il secondo stadio si svolge dopo aver osservato l’esito del primo, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

Mostrare che esistono molteplici EN perfetti nei sottogiochi di G(2).

         a
       b
       c
	1 , 1
	7 , 0
	0 , 0

	0 , 7
	5 , 5
	0 , 0

	0 , 0
	0 , 0
	4 , 4


                  A

                  B

  
      

                  C
      

G.5. Sia G il gioco statico con due giocatori rappresentato nella tabella di seguito: ogni riga/colonna è un’azione del I/II giocatore e i numeri nelle caselle sono i rispettivi payoff.

Sia G(2) il gioco ripetuto in cui G si ripete due volte, il secondo stadio si svolge dopo aver osservato l’esito del primo, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

Mostrare che esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G(2) che genera un esito in cui la coppia di azioni (B, b) è giocata nel primo stadio.

         a
       b
       c
	1 , 1
	7 , 0
	0 , 0

	0 , 7
	5 , 5
	0 , 0

	0 , 0
	0 , 0
	4 , 4


                  A

                  B

  
      

                  C


G.6. Ripetere l’Esercizio G.5 considerando il nuovo gioco statico G rappresentato di seguito e la coppia di azioni (C, c) invece di (B, b) [cioè: mostrare che esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G(2) che genera un esito in cui la coppia di azioni (C, c) è giocata nel primo stadio]. 

         a
       b
       c
	1 , 0
	4 , 1
	5 , 1

	2 , 3
	0 , 0
	0 , 0

	1 , 8
	0 , 0
	6 , 7


                  A

                  B

  
      

                  C
      

G.7. Sia G il gioco statico con due giocatori rappresentato nella tabella di seguito: ogni riga/colonna è un’azione del I/II giocatore e i numeri nelle caselle sono i rispettivi payoff.

Sia G(2) il gioco ripetuto in cui G si ripete due volte, il secondo stadio si svolge dopo aver osservato l’esito del primo, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

Domanda 1: Il giocatore I vorrebbe far sì che l’esito del gioco G(2) fosse (C, c) nel primo stadio e (B, b) nel secondo stadio, così da ottenere un payoff di 7. Può il giocatore I fare una promessa/minaccia credibile al giocatore II per raggiungere tale scopo? In altri termini, esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G che generi l’esito ((C, c), (B, b))? 

Domanda 2: Il giocatore I vorrebbe far sì che l’esito del gioco G(2) fosse (C, c) nel primo stadio e (C, c) nel secondo stadio, così da ottenere un payoff di 8. Può il giocatore I fare una promessa/minaccia credibile al giocatore II per raggiungere tale scopo? In altri termini, esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G che generi l’esito ((C, c), (C, c))?   


       II


         a
       b
       c
	1 , 1
	2 , 0
	0 , 0

	0 , 2
	3 , 3
	0 , 0

	0 , 0
	1 , 5
	4 , 4


                  A

I                 B

  
      

                  C

H. Giochi ripetuti (un numero infinito di volte)

H.1. Sia G il gioco statico con due giocatori rappresentato nella tabella di seguito: ogni riga/colonna è un’azione del I/II giocatore e i numeri nelle caselle sono i rispettivi payoff.

Sia G((, () il gioco ripetuto infinite volte in cui G è ripetuto per sempre, con fattore di sconto (. 

Mostrare che, in accordo con il Teorema di Friedman, per opportuni valori di ( esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () che genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (R1, R2), cioè che garantisce a ciascun giocatore un payoff medio di 7. 

[suggerimento per possibile soluzione: costruire una coppia di trigger strategies].  


  L2      R2 

	2 , 2
	9 , 0

	0 , 9
	7 , 7


                         L1           
  
      

       
    
 R1 

H.2. Ripetere l’Esercizio H.1 per i seguenti giochi G riportati in tabella.


  L2      R2 

	2 , 2
	8 , 0

	0 , 8
	4 , 4


                         L1           
  
      

       
    
 R1 


  L2      R2 

	2 , 3
	9 , 0

	0 , 8
	4 , 5


                         L1           
  
      

       
    
 R1 

H.3. [Pricing Game, ripetuto un numero infinito di volte] 

Due rivenditori in un piccolo centro turistico ogni mattina giocano il seguente gioco statico G: ognuno dei due deve scegliere il prezzo di un bene che vendono entrambi; ognuno dei due può scegliere un prezzo basso (L), oppure scegliere un prezzo alto (H); i payoff associati sono riportati nella tabella di seguito.    

La stagione turistica dura praticamente sempre. Quindi i rivenditori giocano il gioco G((, (), cioè  il gioco ripetuto infinite volte in cui G è ripetuto per sempre, con fattore di sconto (. 
Mostrare che, in accordo con il Teorema di Friedaman, per opportuni valori di ( esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () che genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (H, H), cioè che garantisce a ciascun giocatore un payoff medio di 2.

[suggerimento per possibile soluzione: costruire una coppia di trigger strategies].  

         
   L        H

	1 , 1
	4 , 0

	0 , 4
	2 , 2


                         L           
  
      

       
    
 H           
     

H.4. [Duopolio di Cournot, ripetuto un numero infinito di volte; cfr. libro Gibbons, a pag. 108: Collusione tra duopolisti alla Cournot] 

Sia G il gioco del duopolio di Cournot. 

Sia G((, () il gioco ripetuto infinite volte in cui G è ripetuto per sempre, con fattore di sconto (. Ricordiamo che G ha un unico EN: la coppia (q*1, q*2) = ((a ( c) / 3, (a ( c) / 3)) che garantisce la coppia di payoff ((a ( c)2 / 9, (a ( c)2 / 9). Ricordiamo inoltre che la coppia di azioni (qm/2, qm/2) = ((a ( c) / 4, (a ( c) / 4)) garantisce la coppia di payoff ((a ( c)2 / 8, (a ( c)2 / 8)), che è migliore rispetto alla precedente.

Mostrare che, in accordo con il Teorema di Friedaman, per opportuni valori di ( esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () che genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (qm/2, qm/2), cioè che garantisce a ciascun giocatore un payoff medio di (a ( c)2 / 8.

I. Rappresentazione in forma estesa e EN perfetto nei sottogiochi 

I.1. [detto: Entry Game] Sia G il seguente gioco dinamico a informazione completa e perfetta. 

Pepsi deve decidere se entrare o no in un mercato attualmente monopolizzato da Coke. Dopo aver osservato la decisione di Pepsi, nel caso in cui Pepsi sia entrata, Coke decide se combattere l’entrata (ad esempio con taglio di prezzi o campagne pubblicitarie) oppure se acconsentire l’entrata.

Se Pepsi non entra, allora Pepsi ottiene 0 e Coke ottiene 4.

Se Pepsi entra, allora: se Coke combatte l’entrata, allora Pepsi ottiene (1 e Coke ottiene 0; se Coke acconsente l’entrata, allora Pepsi ottiene 2 e Coke ottiene 2. 

1) Rappresentare G sia in forma estesa evidenziando i sottogiochi, sia in forma normale.

2) Calcolare gli EN di G (attraverso la forma normale).

3) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi di G (attraverso la forma estesa), evidenziando gli esiti da loro generati.

I.2. [cfr. dispense Prof. Dall’Aglio (Foglio 4, Esercizio 2)] 

Si consideri il seguente gioco dinamico G a informazione completa e perfetta:

a) il giocatore I sceglie x ( {L1, M1, R1};

b) il giocatore II osserva x, poi sceglie y ( {L2, R2};

c) i payoff sono riportati nella seguente tabella.


      II


         
  L2      R2
	3 , 4
	2 , 3

	2 , 8
	5 , 7

	2 , 1
	0 , 0


                    L1
           I       M1
  
      

                    R1

1) Rappresentare G sia in forma estesa evidenziando i sottogiochi, sia in forma normale.

2) Calcolare gli EN di G (attraverso la forma normale).

3) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi di G (attraverso la forma estesa), evidenziando gli esiti da loro generati.

I.3. Sia G il seguente gioco statico a informazione completa e imperfetta [cfr. Pricing Game]:  

a) il giocatore I sceglie x ( {L, H};

b) il giocatore II non osserva x, poi sceglie y ( {L, H};

c) i payoff sono riportati nella seguente tabella.


  L        H 

	1 , 1
	4 , 0

	0 , 4
	2 , 2


                         L           
  
      

       
    
 H 

1) Rappresentare G sia in forma estesa evidenziando i sottogiochi, sia in forma normale.

2) Calcolare gli EN di G (attraverso la forma normale).

3) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi di G (attraverso la forma estesa), evidenziando gli esiti da loro generati.

I.4. Sia G il gioco dell’Esercizio I.3. Sia G(2) il gioco ripetuto in cui G si ripete due volte, il secondo stadio si svolge dopo aver osservato l’esito del primo, e i payoff sono dati dalla somma dei payoff ottenuti ad ogni stadio.

1) Rappresentare G(2) sia in forma estesa evidenziando i sottogiochi, sia in forma normale.

2) Calcolare gli EN di G(2) (attraverso la forma normale).

3) Calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi di G(2) (attraverso la forma estesa), evidenziando gli esiti da loro generati.

I.5. [cfr. dispense Prof. Dall’Aglio (Foglio 5, Esercizio 1)].

Sia dato il seguente gioco ad informazione completa e imperfetta, rappresentato in forma estesa.
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a) Calcolare l’esito generato dall’EN perfetto nei sottogiochi di G.

b) Cambierebbe la risposta al punto precedente se nella figura mancasse la linea tratteggiata?

c) Tornando al gioco descritto in figura, lo si descriva in forma normale (suggerimento: considerare le 4 possibili strategie del primo giocatore al variare delle scelte del primo giocatore, R nella prima mossa e H nella seconda, R nella prima mossa e K nella seconda, e così via… e considerare le 4 possibili strategie del secondo giocatore in modo analogo).

d) Calcolare tutti gli EN del gioco.

e) Fra gli EN del punto (d) identificare l’EN perfetto nei sottogiochi.

Capitolo 2 – Soluzioni

E. Giochi dinamici con informazione completa e perfetta 

S-E.1

Prima tabella

Scriviamo A1 = {L, M} e A2 = {U, V}. 
       II      

   U 
 V





	1 , 1
	3 , 3

	2 , 4
	4 , 2


                            L              
  
      

       
    I          M

Nel secondo stadio, data l’azione a1( A1 del giocatore I, il giocatore II gioca l’azione [che indichiamo con R2(a1)] che risolve il seguente problema: 

max a2(A2 u2(a1, a2). 

Esplicitiamo per ogni a1( A1: 

se a1 = L, allora max {u2(L, U), u2(L, V)} = max {1, 2} = 2; da cui R2(L) = V;

se a1 = M, allora max {u2(M, U), u2(M, V)} = max {4, 2} = 4; da cui R2(M) = U. 

Nel primo stadio, il giocatore I anticipa la reazione del giocatore II ad ogni azione a1( A1, e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max a1(A1 u1(a1, R2(a1)) = max {u1(L, V), u1(M, U)} =  max {3, 2} = 3; da cui I gioca L.

Quindi l’esito di backward induction è: 

nel primo stadio, il giocatore I gioca L;

nel secondo stadio, il giocatore II gioca R2(L) = V.

Nota: Al fine di visualizzare l’andamento del gioco, si può rappresentare il gioco mediante la seguente figura, definita più in avanti come rappresentazione in forma estesa.
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Seconda tabella

Scriviamo A1 = {L, M, N} e A2 = {U, V, Z}. 


      II


        U        V         Z

	2 , 0
	0 , 3
	2 , 1

	4 , 3
	5 , 2
	1 , 4

	2 , 5
	3 , 1
	6 , 3


         L
           I        M

  
      

                     N     

Nel secondo stadio, data l’azione a1( A1 del giocatore I, il giocatore II gioca l’azione [che indichiamo con R2(a1)] che risolve il seguente problema: 

max a2(A2 u2(a1, a2). 

Esplicitiamo per ogni a1( A1: 

se a1 = L, allora max {u2(L, U), u2(L, V), u2(L, Z)} = max {0, 3, 1} = 0; da cui R2(L) = V;      

se a1 = M, allora max {u2(M, U), u2(M, V), u2(M, Z)} = max {3, 2, 4} = 4; da cui R2(M) = Z;    

se a1 = N, allora max {u2(N, U), u2(N, V), u2(N, Z)} = max {5, 1, 3} = 5; da cui R2(N) = U.    

Nel primo stadio, il giocatore I anticipa la reazione del giocatore II ad ogni azione a1( A1, e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max a1(A1 u1(a1, R2(a1)) = max {u1(L, V), u1(M, Z), u1(N, U)} = max {0, 1, 2} = 2; da cui I gioca N.

Quindi l’esito di backward induction è: 

nel primo stadio, il giocatore I gioca N;

nel secondo stadio, il giocatore II gioca R2(N) = U.

Nota: Al fine di visualizzare l’andamento del gioco, si può rappresentare il gioco mediante la seguente figura, definita più in avanti come rappresentazione in forma estesa.
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Terza tabella

Scriviamo A1 = {L, M, N} e A2 = {U, V, Z}. 


      II


        U        V
       Z

	0 , 0
	1 , 30 1 , 3
	2 , 1

	2 , 0
	2 , 4
	0 , 2

	1 , 0
	2 , 1
	1 , 4


                     L
           I        M

  
      

                    N


Nel secondo stadio, data l’azione a1( A1 del giocatore I, il giocatore II gioca l’azione [che indichiamo con R2(a1)] che risolve il seguente problema: 

max a2(A2 u2(a1, a2). 

Esplicitiamo per ogni a1( A1: 

se a1 = L, allora max {u2(L, U), u2(L, V), u2(L, Z)} = max {0, 3, 1} = 3; da cui R2(L) = V; 
 

se a1 = M, allora max {u2(M, U), u2(M, V), u2(M, Z)} = max {0, 4, 2} = 4; da cui R2(M) = V;   

se a1 = N, allora max {u2(N, U), u2(N, V), u2(N, Z)} = max {0, 1, 4} = 4; da cui R2(N) = Z.  

Nel primo stadio, il giocatore I anticipa la reazione del giocatore II ad ogni azione a1( A1, e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max a1(A1 u1(a1, R2(a1)) = max {u1(L, V), u1(M, V), u1(N, Z)} = max {1, 2, 1} = 2; da cui I gioca M.  

Quindi l’esito di backward induction è: 

nel primo stadio, il giocatore I gioca M;

nel secondo stadio, il giocatore II gioca R2(N) = V.

Nota: Al fine di visualizzare l’andamento del gioco, si può rappresentare il gioco mediante la seguente figura, definita più in avanti come rappresentazione in forma estesa.
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S-E.2.

Nel secondo stadio, data l’azione x ( R del giocatore I, il giocatore II gioca l’azione [che indichiamo con R2(x)] che risolve il seguente problema:

max y(R u2(x, y). 

In base alle condizioni di ottimo del primo ordine, facciamo la derivata di u2(x, y) rispetto a y e poniamola uguale a 0.

(u2(x, y) / (y = – 2y – (x – 4) = 0 
(       y = – x/2 + 2    cioè  R2(x) = – x/2 + 2

Nel primo stadio, il giocatore I anticipa la reazione del giocatore II ad ogni azione x( R, e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max x(R u1(x, R2(x)).

Da sopra si ha: u1(x, R2(x)) = – x2 – (R2(x) – 4)x = – x2 – (– x/2 + 2 – 4)x = – 1/2 x2 + 2x 

In base alle condizioni di ottimo del primo ordine, facciamo la derivata di u1(x, R2(x)) rispetto a x e poniamola uguale a 0.

(u1(x, y) / (x = – x + 2 = 0 
(       x = 2     
Quindi l’esito di backward induction è: 

nel primo stadio, il giocatore I gioca x = 2;

nel secondo stadio, il giocatore II gioca R2(2) = – 2/2 + 2 = 1.

S-E.3.

Nel secondo stadio, data l’azione q1 ( [0, (] dell’impresa I, l’impresa II gioca l’azione [che indichiamo con R2(q1)] che risolve il seguente problema:

max q2 ( [0, (] u2(q1, q2). 

u2(q1, q2) = q2 [a – (q1 + q2) – c] = – q22 + q2 (a – q1– c)

In base alle condizioni di ottimo del primo ordine, facciamo la derivata di u2(q1, q2) rispetto a q2 e poniamola uguale a 0.

(u2(q1, q2) / (q2 = – 2q2 + (a – q1 – c) = 0   (    q2 = 1/2 (a – q1 – c)    cioè  R2(q1) = 1/2 (a – q1– c)
Nel primo stadio, l’impresa I anticipa la reazione dell’impresa II ad ogni azione q1 ( [0, (], e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max q1 ( [0, (] u1(q1, R2(q1)).

u1(q1, q2) = q1 [a – (q1 + q2) – c] = – q12 + q1 (a – q2 – c)

Da sopra si ha: 

u1(q1, R2(q1)) = – q12 + q1 (a – R2(q1) – c) = – q12 + q1 (a – 1/2 (a – q1– c) – c) = 

= – 1/2 q12 + 1/2 q1 (a – c)

In base alle condizioni di ottimo del primo ordine, facciamo la derivata di u1(q1, R2(q1)) rispetto a q1 e poniamola uguale a 0.

(u1(q1, R2(q1)) / (q1 = – q1 + 1/2 (a – c) = 0 
(       q1 = (a – c) / 2    

Quindi l’esito di backward induction è: 

nel primo stadio, l’impresa I gioca q1 = (a – c) / 2;

nel secondo stadio, l’impresa II gioca R2(q1) = 1/2 (a – ((a – c) / 2) – c) = (a – c) / 4.

I payoff associati a tale esito si ottengono sostituendo i valori di sopra nella funzione:

u1((a – c) / 2, (a – c) / 4) = – [(a – c)/2]2  + (a – c)/2 [a –  (a – c)/4 – c] = 1/8 (a – c)2 

u2((a – c) / 2, (a – c) / 4) = – [(a – c)/4]2  + (a – c)/4 [a –  (a – c)/2 – c] = 1/16 (a – c)2

Nota: Rispetto al gioco del Duopolio di Cournot si hanno le seguenti differenze:

1. la quantità totale prodotta Q  = q1 + q2 è maggiore [(a – c) / 2 + (a – c) / 4  >  (a – c) / 3 + (a – c) / 3];
2. il prezzo di mercato P(Q) = a – Q è minore [deriva dal punto 1];

3. l’impresa I guadagna di più;

4. l’impresa II guadagna di meno.

F. Giochi dinamici a due stadi con informazione completa e imperfetta

S-F.1 

Nel secondo stadio, data la quantità q1 ( [0, (] scelta dall’impresa I, le imprese II e III scelgono/giocano un EN del gioco del secondo stadio: calcoliamolo. 

Sia R2(q3) la funzione di risposta ottima dell’impresa II.

Essa si ottiene massimizzando u2(q1, q2, q3) rispetto alla variabile q2. 

u2(q1, q2, q3) = q2[a – (q1 + q2 + q3) – c] = – q22 + q2(a – q1 – q3 – c)  

In base alle condizioni di ottimalità del primo ordine, calcoliamo la derivata di u2(q1, q2, q3) rispetto a q2 e poniamola uguale a 0.   

(u2(q1, q2, q3) / (q2 = 0   (  – 2q2 + (a – q1 – q3 – c) = 0  (  q2 = (a – q1 – q3 – c) / 2  

cioè: R2(q3) = (a – q1 – q3 – c) / 2

Sia R3(q2) la funzione di risposta ottima dell’impresa III.

Svolgendo analoghi calcoli si ottiene per simmetria q3 = (a – q1 – q2 – c) / 2, 

cioè: R3(q2) = (a – q1 – q2 – c) / 2.

Per determinare l’EN del gioco del secondo stadio risolviamo il seguente sistema. 

q2 = (a – q1 – q3 – c) / 2    

q3 = (a – q1 – q2 – c) / 2

Si ottiene  q2 = (a – q1 – c) / 3  e  q3 = (a – q1 – c) / 3, 

cioè l’EN del gioco del secondo stadio è 

(q*2, q*3) = ((a – q1 – c) / 3, (a – q1 – c) / 3). 



[nota: q*2 e q*3 sono funzione di q1]

Nel primo stadio, l’impresa I anticipa che il comportamento delle imprese II e III nel secondo stadio è dato da (q*2, q*3), e così gioca l’azione che risolve il seguente problema:

max q1( [0,(] u1(q1, q*2, q*3) 

Da sopra si ha:

u1(q1, q*2, q*3) = q1[a – (q1 + q*2 + q*3) – c] = {sostituendo q*2 e q*3} 

= – q12 + q1(a – 2/3 (a – q1– c) – c) = – q12 + q1(1/3 a – 1/3 c + 2/3 q1) =  – 1/3 q12 + 1/3 q1(a – c) 

= 1/3 [– q12 + q1(a – c)] 

In base alle condizioni di ottimo del primo ordine, calcoliamo la derivata di u1(q1, q*2, q*3) rispetto a q1 e poniamola uguale a 0.   

(u1(q1, q*2, q*3) / (q1 = 0   (  1/3 [– 2q1 + (a – c)] = 0  (  q1 = (a – c) / 2  

Quindi l’esito perfetto nei sottogiochi è: 

nel primo stadio, l’impresa I gioca q*1 = (a – c) / 2;

nel secondo stadio, le imprese II e III giocano (q*2, q*3) = ((a – q1 – c) / 3, (a – q1 – c) / 3 ) {dove q1 è la quantità scelta dall’impresa I, cioè q1 = q*1} = ((a – q*1 – c) / 3, (a – q*1 – c) / 3 ) = ((a – c) / 6, (a – c) / 6) {sostituendo q*1}.

I payoff associati a tale esito si ottengono sostituendo i valori di sopra nella funzione:

u1(q*1, q*2, q*3) = q*1 (a – q*1 – q*2 – q*3) – cq*1 = 1/12 (a – c)2 

u2(q*1, q*2, q*3) = q*2 (a – q*1 – q*2 – q*3) – cq*2 = 1/36 (a – c)2
u3(q*1, q*2, q*3) = q*3 (a – q*1 – q*2 – q*3) – cq*3 = 1/36 (a – c)2 

S-F.2

Nel secondo stadio, date le quantità q1 ( [0, (] e q2 ( [0, (] scelte dalle imprese I e II, le imprese III e IV scelgono/giocano un EN del gioco del secondo stadio: calcoliamolo. 

Per brevità indichiamo con Q12 =  q1 + q2. 

Sia R3(q4) la funzione di risposta ottima dell’impresa III.

Essa si ottiene massimizzando u3(q1, q2, q3, q4) rispetto alla variabile q3. 

u3(q1, q2, q3, q4) = q3[a – (Q12 + q3 + q4) – c] = – q32 + q3(a – Q12 – q4 – c)  

In base alle condizioni di ottimalità del primo ordine, calcoliamo la derivata di u3(q1, q2, q3, q4) rispetto a q3 e poniamola uguale a 0.   

(u3(q1, q2, q3, q4) / (q3 = 0   (  – 2q3 + (a – Q12 – q4 – c) = 0  (  q3 = (a – Q12 – q4 – c) / 2  

cioè: R3(q4) = (a – Q12 – q4 – c) / 2

Sia R4(q3) la funzione di risposta ottima dell’impresa IV.

Svolgendo analoghi calcoli si ottiene per simmetria q4 = (a – Q12  – q3 – c) / 2, 

cioè: R4(q3) = (a – Q12 – q3 – c) / 2.

Per determinare l’EN del gioco del secondo stadio risolviamo il seguente sistema. 

q3 = (a – Q12 – q4 – c) / 2    

q4 = (a – Q12 – q3 – c) / 2

Si ottiene  q3 = (a – Q12 – c) / 3  e  q4 = (a – Q12 – c) / 3, 

cioè l’EN del gioco del secondo stadio è 

(q*3, q*4) = ((a – Q12 – c) / 3, (a – Q12 – c) / 3) =  ((a – q1 – q2 – c) / 3, (a – q1 – q2 – c) / 3).    

[nota: q*3 e q*4 sono funzione di q1 e q2]

Nel primo stadio, le imprese I e II anticipano che il comportamento delle imprese III e IV nel secondo stadio è dato da (q*3, q*4), e così assegnano nei loro payoff i valori q3 = q*3 e q4 = q*4 e scelgono/giocano un EN del gioco del primo stadio: calcoliamolo.

Sia R1(q2, q*3, q*4) la funzione di risposta ottima dell’impresa I.

Essa si ottiene massimizzando u1(q1, q2, q*3, q*4) rispetto alla variabile q1. 

u1(q1, q2, q*3, q*4) = q1[a – (q1 + q2 + q*3 + q*4) – c] = {sostituendo q*3 e q*4} 

= – q12 + q1(a – q2 – 2/3 (a – q1 – q2 – c) – c) = – q12 + q1(1/3 a – 1/3 q2 – 1/3 c + 2/3 q1) =  

= – 1/3 q12 + 1/3 q1(a – q2 – c) = 1/3 [– q12 + q1(a – q2 – c)] 

In base alle condizioni di ottimalità del primo ordine, calcoliamo la derivata di u1(q1, q2, q*3, q*4) rispetto a q1 e poniamola uguale a 0.   

(u1(q1, q2, q*3, q*4) / (q1 = 0   (  1/3 [– 2q1 + (a – q2 – c)] = 0  (  q1 = (a – q2 – c) / 2  

cioè: R1(q2, q*3, q*4) = (a – q2 – c) / 2

Sia R2(q1, q*3, q*4) la funzione di risposta ottima dell’impresa II.

Svolgendo analoghi calcoli si ottiene per simmetria q2 = (a – q1 – c) / 2, 

cioè: R2(q1, q*3, q*4) = (a – q1 – c) / 2.

Per determinare l’EN del gioco del primo stadio risolviamo il seguente sistema.

q1 = (a – q2 – c) / 2    

q2 = (a – q1 – c) / 2

Si ottiene  q1 = (a – c) / 3  e  q2 = (a – c) / 3,

cioè l’EN del gioco del primo stadio è 

(q*1, q*2) = ((a  – c) / 3, (a – c) / 3).

Quindi l’esito perfetto nei sottogiochi è: 

nel primo stadio, le imprese I e II giocano (q*1, q*2) = ((a – c) / 3, (a – c) / 3);

nel secondo stadio, le imprese III e IV giocano (q*3, q*4) = ((a – q1 – q2 – c) / 3, (a – q1 – q2 – c) / 3) {dove q1 e q2 sono le quantità scelte dalle imprese I e II rispettivamente, cioè q1 = q*1 e q2 = q*2} = 

((a – q*1 – q*2 – c) / 3, (a – q*1 – q*2 – c) / 3 ) = ((a – c) / 9, (a – c) / 9) {sostituendo q*1 e q*2}.

I payoff associati a tale esito si ottengono sostituendo i valori di sopra nella funzione:

u1(q*1, q*2, q*3, q*4) = q*1 (a – q*1 – q*2 – q*3 – q*4) – cq*1 = 2/27 (a – c)2 

u2(q*1, q*2, q*3, q*4) = q*2 (a – q*1 – q*2 – q*3 – q*4) – cq*2 = 2/27 (a – c)2
u3(q*1, q*2, q*3, q*4) = q*3 (a – q*1 – q*2 – q*3 – q*4) – cq*3 = 1/81 (a – c)2 

u4(q*1, q*2, q*3, q*4) = q*4 (a – q*1 – q*2 – q*3 – q*4) – cq*4 = 1/81 (a – c)2
G. Giochi ripetuti (un numero finito di volte)  

S-G.1

Calcoliamo intanto gli EN di G.  

              a        b

	1 , 1
	7 , 0

	0 , 7
	5 , 5


                            A       

 
     



     B
Quindi G ha un unico EN: (A, a).

1) Calcolo di un esito perfetto nei sottogiochi di G(2).  

Come nel paragrafo 3.1 del libro Gibbons, si assuma che nel primo stadio i giocatori anticipino che l’esito del secondo stadio sia un EN del gioco costituente. Nel nostro caso il gioco costituente ha un unico EN, cioè (A, a): così i giocatori anticipano che (A, a) con payoff (1, 1) sia l’esito del secondo stadio per ogni esito del primo stadio. Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio corrisponde al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (1, 1) del secondo stadio ad ogni coppia di payoff del primo stadio.         

              a        b

	2 , 2
	8 , 1

	1 , 8
	6 , 6


                            A       

 
     



     B
Figura G.1

Tale gioco ha un unico EN: (A, a). 

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (A, a) nella figura G.1 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((A, a), (A, a)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (A, a) per ogni esito del primo stadio. Concludendo, G(2) ha un unico esito perfetto nei sottogiochi: ((A, a), (A, a)).

2) Calcolo di un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Nota bene:

- Il concetto di EN perfetto nei sottogiochi verrà meglio definito in seguito [esso è comunque un (credibile) EN del gioco, cioè una coppia di strategie (cfr. definizione di strategia) che costituiscono una mutua corrispondenza di risposte ottime]. 

- Diciamo, in questa fase, che calcolare un EN perfetto nei sottogiochi di un gioco ripetuto significa costruire la coppia di strategie (s1, s2), dove s1 è una strategia del primo giocatore e s2 è una strategia del secondo giocatore, che ha generato l’esito perfetto nei sottogiochi del gioco ripetuto.

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato l’esito ((A, a), (A, a)):

s1 = nel primo stadio, gioca A; nel secondo stadio, gioca A, per ogni esito del primo stadio. 

s2 = nel primo stadio, gioca a; nel secondo stadio, gioca a, per ogni esito del primo stadio.

Cioè (s1, s2) è l’EN perfetto nei sottogiochi di G(2).

Nota: la risoluzione di questo esercizio è in accordo con la Proposizione a pag. 90 del libro Gibbons; in particolare, potevamo abbreviare la risoluzione dell’esercizio applicando tale proposizione; faremo ciò con il prossimo esercizio. 

S-G.2

Calcoliamo intanto gli EN di G.  
         
   L        H

	1 , 1
	4 , 0

	0 , 4
	2 , 2


                         L           
  
      

       
    
 H           
     

Quindi G ha un unico EN: (L, L).

Per la Proposizione a pag. 90 del libro Gibbons, dato che il gioco costituente G ha un unico EN, esiste un unico esito perfetto nei sottogiochi del gioco ripetuto G(90): l’esito in cui i giocatori in ogni stadio giocano tale unico EN cioè (L, L). 

Calcoliamo l’EN perfetto nei sottogiochi del gioco ripetuto G(90), cioè costruiamo la coppia di strategie (s1, s2), dove s1 è una strategia del primo giocatore e s2 è una strategia del secondo giocatore, che ha generato l’esito perfetto nei sottogiochi del gioco ripetuto G(90):

s1 = nel primo stadio, gioca L; in ogni altro stadio, gioca L, per ogni esito degli stadi precedenti. 

s2 = nel primo stadio, gioca L; in ogni altro stadio, gioca L, per ogni esito degli stadi precedenti.

Cioè (s1, s2) è l’EN perfetto nei sottogiochi di G(90).

S-G.3

Si può svolgere come l’Esercizio G.2, dato che il gioco del Duopolio di Cournot ha un unico EN. 

S-G.4

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.

         a
       b
       c
	1 , 1
	7 , 0
	0 , 0

	0 , 7
	5 , 5
	0 , 0

	0 , 0
	0 , 0
	4 , 4


                  A

                  B

  
      

                  C
      

Quindi G ha due EN: (A, a) e (C, c).

Commento: lo scopo dell’esercizio è evidenziare che, nel caso in cui il gioco costituente G ha più di un EN, esistono molteplici esiti perfetti nei sottogiochi di G(2) e in generale esistono molteplici EN perfetti nei sottogiochi del gioco ripetuto G(2); si noti di seguito che differenti EN perfetti nei sottogiochi di G(2) possono generare uno stesso esito perfetto nei sottogiochi (così come in generale diverse coppie di strategie possono generare uno stesso esito).   

Per calcolare gli EN perfetti nei sottogiochi di G(2), cerchiamo prima gli esiti perfetti nei sottogiochi di G(2) e poi costruiamo le coppie di strategie che li hanno generati.

Come nel paragrafo 3.1 del libro Gibbons, si assuma che nel primo stadio i giocatori anticipino che l’esito del secondo stadio sia un EN del gioco costituente. Poiché questo gioco costituente ammette più di un EN, è ora possibile che i giocatori anticipino che esiti differenti nel primo stadio siano seguiti da differenti EN del gioco costituente nel secondo stadio. 

Consideriamo ad esempio i seguenti tre casi, che mostreranno l’esistenza di almeno cinque EN perfetti nei sottogiochi di G(2).

Caso 1: Si supponga che i giocatori anticipino che (A, a) con payoff (1, 1) sia l’esito del secondo stadio per ogni esito del primo stadio. Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (1, 1) del secondo stadio ad ogni coppia di payoff del primo stadio.

    a
       b
       c
	2 , 2
	8 , 1
	1 , 1

	1 , 8
	6 , 6
	1 , 1

	1 , 1
	1 , 1
	5 , 5


                  A

                  B

  
      

                  C
      







Figura G.4.1

Tale gioco ha due EN: (A, a) e (C, c). 

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (A, a) nella figura G.4.1 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((A, a), (A, a)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (A, a) per ogni esito del primo stadio. Allo stesso modo, l’EN (C, c) nella figura G.4.1 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (A, a)) del gioco ripetuto. 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato il primo esito ((A, a), (A, a)): 

s1 = nel primo stadio gioca A; nel secondo stadio gioca A, per ogni esisto del primo stadio.

s2 = nel primo stadio gioca a; nel secondo stadio gioca a, per ogni esisto del primo stadio.

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato il secondo esito ((C, c), (A, a)): 

s1 = nel primo stadio gioca C; nel secondo stadio gioca A, per ogni esisto del primo stadio.

s2 = nel primo stadio gioca c; nel secondo stadio gioca a, per ogni esisto del primo stadio.

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Caso 2: Si supponga che i giocatori anticipino che (C, c) con payoff (4, 4) sia l’esito del secondo stadio per ogni esito del primo stadio. Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo (4, 4) ad ogni coppia di payoff del primo stadio.

         a
       b
       c
	5 , 5
	11 , 4
	4 , 4

	4 , 11
	9 , 9
	4 , 4

	4 , 4
	4 , 4
	8 , 8


                  A

                  B

  
      

                  C
      


Figura G.4.2

Tale gioco ha due EN: (A, a) e (C, c). 

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (A, a) nella figura G.4.2 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((A, a), (C, c)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (C, c) per ogni esito del primo stadio. Allo stesso modo, l’EN (C, c) nella figura G.4.2 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (C, c)) del gioco ripetuto. 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato il primo esito ((A, a), (C, c)):

s1 = nel primo stadio gioca A; nel secondo stadio gioca C, per ogni esisto del primo stadio.

s2 = nel primo stadio gioca a; nel secondo stadio gioca c, per ogni esisto del primo stadio.

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato il secondo esito ((C, c), (C, c)):

s1 = nel primo stadio gioca C; nel secondo stadio gioca C, per ogni esisto del primo stadio.

s2 = nel primo stadio gioca c; nel secondo stadio gioca c, per ogni esisto del primo stadio.

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Caso 3: Si supponga che i giocatori anticipino che (A, a) con payoff (1, 1) sia l’esito del secondo stadio se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (A, c), (B, a), (B, b), mentre (C, c) con payoff (4, 4) sarà l’esito del secondo stadio se l’esito del primo stadio è uno fra (B, c), (C, a), (C, b), (C, c). Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (1, 1) nelle caselle corrispondenti a (A, a), (A, b), (A, c), (B, a), (B, b), e (4, 4) nelle caselle corrispondenti a (B, c), (C, a), (C, b), (C, c).

         a
       b
       c
	2 , 2
	8 , 1
	1 , 1

	1 , 8
	6 , 6
	4 , 4

	4 , 4
	4 , 4
	8 , 8
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                  B

  
      

                  C
      







Figura G.4.3

Tale gioco ha un unico EN: (C, c).

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (C, c) nella figura G.4.3 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (C, c)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (C, c) se l’esito del primo stadio è uno fra (B, c), (C, a), (C, b), (C, c). 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato l’esito ((C, c), (C, c)):

s1 = 
nel primo stadio gioca C; 

nel secondo stadio gioca A, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (A, c), (B, a), (B, b); 

nel secondo stadio gioca C, se l’esito del primo stadio è uno fra (B, c), (C, a), (C, b), (C, c).

s2 = 
nel primo stadio gioca c; 

nel secondo stadio gioca a, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (A, c), (B, a), (B, b); 

nel secondo stadio gioca c, se l’esito del primo stadio è uno fra (B, c), (C, a), (C, b), (C, c).

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

S-G.5

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.

         a
       b
       c
	1 , 1
	7 , 0
	0 , 0

	0 , 7
	5 , 5
	0 , 0

	0 , 0
	0 , 0
	4 , 4


                  A

                  B

  
      

                  C
      

Quindi G ha due EN: (A, a) e (C, c).

Commento: lo scopo dell’esercizio è evidenziare che, nel caso in cui il gioco costituente G ha più di un EN, nell’ambito dei molteplici EN perfetti nei sottogiochi del gioco ripetuto G(2) possono esisterne alcuni che generano un esito in cui una coppia di azioni che non è EN del gioco costituente G [nel nostro caso (B, b)] può essere giocata nel primo stadio: ciò implica la possibilità di una giocata collusiva/cooperativa nel primo stadio.

Come nel paragrafo 3.1 del libro Gibbons, si assuma che nel primo stadio i giocatori anticipino che l’esito del secondo stadio sia un EN del gioco costituente. Poiché questo gioco costituente ammette più di un EN, è ora possibile che i giocatori anticipino che esiti differenti nel primo stadio siano seguiti da differenti EN del gioco costituente nel secondo stadio. 

Così i giocatori hanno molteplici possibilità di stabilire anticipazioni sull’esito del secondo stadio (cfr. Esercizio G.4). L’esercizio richiede di determinare una anticipazione (fra queste) che permetta a (B, b) di “diventare” EN: ciò si concretizza/spiega come segue.

Si supponga che i giocatori anticipino che (C, c) con payoff (4, 4) sia l’esito del secondo stadio se l’esito del primo stadio è (B, b), mentre (A, a) con payoff (1, 1) sarà l’esito del primo stadio se si verifica uno qualsiasi degli altri otto esiti del primo stadio. Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (4, 4) nelle casella corrispondente a (B, b) e (1, 1) nelle altre otto caselle. 

         a
       b
       c
	2 , 2
	8 , 1
	1 , 1

	1 , 8
	9 , 9
	1 , 1

	1 , 1
	1 , 1
	5 , 5
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                  B

  
      

                  C








Figura G.5

Tale gioco ha tre EN: (A, a), (B, b), (C, c). 

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (A, a) nella figura G.5 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((A, a), (A, a)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (A, a) se nel primo stadio si verifica un qualsiasi esito diverso da (B, b). Allo stesso modo, l’EN (C, c) nella figura G.5 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (A, a)) del gioco ripetuto. Questi due esiti perfetti nei sottogiochi del gioco ripetuto sono semplicemente una concatenazione degli esiti di EN del gioco costituente. L’EN (B, b) della figura G.5, invece, costituisce un risultato qualitativamente diverso: (B, b) nella figura G.5 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((B, b), (C, c)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (C, c) se l’esito del primo stadio è (B, b). La diversità qualitativa sta nel fatto che (B, b) non è un EN del gioco costituente G.

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato l’esito ((B, b), (C, c)):

s1 = 
nel primo stadio gioca B; 

nel secondo stadio gioca C, se l’esito del primo stadio è (B, b); 

nel secondo stadio gioca A, se l’esito del primo stadio è un qualsiasi esito diverso da (B, b).

s2 = 
nel primo stadio gioca b; 

nel secondo stadio gioca c, se l’esito del primo stadio è (B, b); 

nel secondo stadio gioca a, se l’esito del primo stadio è un qualsiasi esito diverso da (B, b).

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

S-G.6

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.

        a
       b
       c
	1 , 0
	4 , 1
	5 , 1

	2 , 3
	0 , 0
	0 , 0

	1 , 8
	0 , 0
	6 , 7


                  A

                  B

  
      

                  C
      

Quindi G ha due EN: (A, b) e (B, a).

Come nel paragrafo 3.1 del libro Gibbons, si assuma che nel primo stadio i giocatori anticipino che l’esito del secondo stadio sia un EN del gioco costituente. Poiché questo gioco costituente ammette più di un EN, è ora possibile che i giocatori anticipino che esiti differenti nel primo stadio siano seguiti da differenti EN del gioco costituente nel secondo stadio. 

Così i giocatori hanno molteplici possibilità di stabilire anticipazioni sull’esito del secondo stadio (cfr. Esercizio G.4). L’esercizio richiede di determinare una anticipazione (fra queste) che permetta a (C, c) di “diventare” EN: ciò si concretizza/spiega come segue.

Si supponga che i giocatori anticipino che (A, b) con payoff (4, 1) sia l’esito del secondo stadio se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (B, a), (B, b), (B, c), (C, a), (C, b), mentre (B, a) con payoff (2, 3) sarà l’esito del primo stadio se l’esito del primo stadio è uno fra (A, c), (C, c). Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (4, 1) nelle caselle corrispondenti a (A, a), (A, b), (B, a), (B, b), (B, c), (C, a), (C, b) e (2, 3) nelle caselle corrispondenti a (A, c), (C, c). 

       a
       b
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	5 , 1
	8 , 2
	7 , 4

	6 , 4
	4 , 1
	4 , 1

	5 , 9
	4 , 1
	8 , 10
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Figura G.6

Tale gioco ha due EN: (B, a) e (C, c).

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (B, a) nella figura G.6 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((B, a), (A, b)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (A, b) se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (B, a), (B, b), (B, c), (C, a), (C, b). L’EN (C, c) nella figura G.6 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (B, a)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (B, a) se l’esito del primo stadio è uno fra (A, c), (C, c). 

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato l’esito ((C, c), (B, a)):

s1 = 
nel primo stadio gioca C; 

nel secondo stadio gioca A, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (B, a), (B, b), (B, c), (C, a), (C, b); 

nel secondo stadio gioca B, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, c), (C, c).

s2 = 
nel primo stadio gioca c; 

nel secondo stadio gioca b, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, a), (A, b), (B, a), (B, b), (B, c), (C, a), (C, b); 

 nel secondo stadio gioca a, se l’esito del primo stadio è uno fra (A, c), (C, c).

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

S-G.7

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.



         a
       b
       c
	1 , 1
	2 , 0
	0 , 0

	0 , 2
	3 , 3
	0 , 0

	0 , 0
	1 , 5
	4 , 4


                  A

                  B

  
      

                  C
      

Quindi G ha due EN: (A, a) e (B, b).

Domanda 1

Come nel paragrafo 3.1 del libro Gibbons, si assuma che nel primo stadio i giocatori anticipino che l’esito del secondo stadio sia un EN del gioco costituente. Poiché questo gioco costituente ammette più di un EN, è ora possibile che i giocatori anticipino che esiti differenti nel primo stadio siano seguiti da differenti EN del gioco costituente nel secondo stadio. 

Così i giocatori hanno molteplici possibilità di stabilire anticipazioni sull’esito del secondo stadio (cfr. Esercizio G.4). L’esercizio richiede di determinare una anticipazione (fra queste) che permetta a (C, c) di “diventare” EN: ciò si concretizza/spiega come segue.

Si supponga che i giocatori anticipino che (B, b) con payoff (3, 3) sia l’esito del secondo stadio se l’esito del primo stadio è (C, c), mentre (A, a) con payoff (1, 1) sarà l’esito del primo stadio se si verifica uno qualsiasi degli altri otto esiti del primo stadio. Quindi l’interazione dei giocatori nel primo stadio equivale al gioco non ripetuto rappresentato di seguito, che è stato ottenuto aggiungendo la coppia di payoff (3, 3) nelle casella corrispondente a (C, c) e (1, 1) nelle altre otto caselle. 

        a
       b
       c
	2 , 2
	3 , 1
	1 , 1

	1 , 3
	4 , 4
	1 , 1

	1 , 1
	2 , 6
	7 , 7


                  A

I                 B

  
      

                  C
      







Figura G.7

Tale gioco ha tre EN: (A, a), (B, b), (C, c).

Ora, gli EN di questo gioco non ripetuto corrispondono a esiti perfetti nei sottogiochi dell’originario gioco ripetuto. Indichiamo con ((w, x), (y, z)) un esito del gioco ripetuto, (w, x) nel primo stadio e (y, z) nel secondo. L’EN (A, a) nella figura G.7 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((A, a), (A, a)) del gioco ripetuto, poiché l’esito del secondo stadio anticipato è (A, a) se nel primo stadio si verifica un qualsiasi esito diverso da (C, c). Allo stesso modo, l’EN (B, b) nella figura G.7 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((B, b), (A, a)) del gioco ripetuto. L’EN (C, c) nella figura G.7 corrisponde all’esito perfetto nei sottogiochi ((C, c), (B, b)) del gioco ripetuto, poiché l’esito anticipato del secondo stadio è (B, b) se l’esito del primo stadio è (C, c).  

Costruiamo la coppia di strategie (s1, s2) che ha generato l’esito ((C, c), (B, b)):

s1 = 
nel primo stadio gioca C; 

nel secondo stadio gioca B, se l’esito del primo stadio è (C, c); 

nel secondo stadio gioca A, se l’esito del primo stadio è un qualsiasi esito diverso da (C, c).

s2 = 
nel primo stadio gioca c; 

nel secondo stadio gioca b, se l’esito del primo stadio è (C, c); 

nel secondo stadio gioca a, se l’esito del primo stadio è un qualsiasi esito diverso da (C, c).

Cioè (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi di G(2). 

Quindi il giocatore I può fare una promessa/minaccia credibile al giocatore II per raggiungere il suo scopo: può annunciargli che giocherà la strategia s1. In altri termini, il giocatore I sta proponendo al giocatore II di cooperare, cioè di giocare (C, c), nel primo stadio, con la promessa/minaccia che: se II fa così, allora I giocherà B (cioè indurrà l’EN (B, b) conveniente per II) nel secondo stadio; se II non fa così, allora I giocherà A (cioè indurrà l’EN (A, a) sconveniente per II) nel secondo stadio. Tale promessa/minaccia è credibile dato che esiste un EN perfetto nei sottogiochi di G(2) di cui s1 fa parte (come visto sopra): in particolare, nel secondo stadio si giocherebbe un EN del gioco costituente, e nel primo stadio si giocherebbe un EN del gioco non ripetuto (figura G.7) relativo all’interazione dei giocatori nel primo stadio. A questo punto, qual è la risposta ottima di II alla strategia s1? Essa è la strategia s2 (come visto sopra), cioè una promessa/minaccia simmetrica.

Domanda 2 

La risposta è no. Infatti, un EN perfetto nei sottogiochi di G(2) genera un esito perfetto nei sottogiochi di G(2), cioè un esito in cui nel secondo (cioè ultimo) stadio i giocatori giocano un EN del gioco costituente G; mentre, nell’esito ((C, c), (C, c)), nel secondo (cioè ultimo) stadio i giocatori giocano (C, c), che non è un EN del gioco costituente G.  

H. Giochi ripetuti (un numero infinito di volte)

( Riguardo i giochi ripetuti un numero finito t di volte si è visto che:

i) se il gioco costituente G ha un unico EN, allora il gioco ripetuto G(T) ha un unico EN perfetto nei sottogiochi, che genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano l’EN di G; 

ii) se il gioco costituente G ha più di un EN, allora il gioco ripetuto G(T) ha molteplici EN perfetti nei sottogiochi: in particolare, possono esistere EN perfetti nei sottogiochi di G(T) che generano un esito in cui in ogni stadio “tranne l’ultimo” i giocatori non giocano un EN di G (ciò implica la possibilità di una giocata collusiva/cooperativa in ogni stadio “tranne l’ultimo” del gioco). 


( Riguardo i giochi ripetuti un numero infinito di volte si vedrà che: 

i) anche se il gioco costituente G ha un unico EN, allora il gioco G((, () può avere molteplici EN perfetti nei sottogiochi: in particolare, per opportuni valori di ( possono esistere EN perfetti nei sottogiochi di G((, () che generano un esito in cui in ogni stadio i giocatori non giocano un EN di G (ciò implica la possibilità di una giocata collusiva/cooperativa in ogni stadio del gioco):  

:: tale EN perfetto nei sottogiochi di G((, () si può ottenere costruendo una coppia di trigger strategies in accordo con il paragrafo 3.2 del Gibbons;

::  gli opportuni valori di ( si possono ottenere dalla seguente relazione generale (cfr. pag. 98):

(Collusione [1 / (1 ( ()] > (Deviazione + (Nash [( / (1 ( ()]

S-H.1

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.


  L2      R2 

	2 , 2
	9 , 0

	0 , 9
	7 , 7


                         L1           
  
      

       
    
 R1 

Quindi G ha un unico EN: (L1, L2).
La coppia (R1, R2) rappresenta una giocata collusiva/cooperativa, le coppie (L1, R2) e (R1, L2)  rappresentano le rispettive deviazioni da tale impostazione collusiva/cooperativa, la coppia (L1, L2) rappresenta in quanto EN una giocata difensiva.

Costruiamo una coppia di trigger strategies, siano (s1, s2), come segue. Per i = 1, 2:

si = nel primo stadio gioca Ri; nello stadio t-esimo (t > 1), gioca Ri se l’esito di tutti gli stadi precedenti è stato (R1, R2), altrimenti gioca Li.

Il significato è il seguente: ogni giocatore parte cooperando, con la minaccia di non cooperare mai più non appena l’altro giocatore dovesse non cooperare una volta.

In accordo con il paragrafo 3.2 del Gibbons, la coppia di strategie (s1, s2) [dette trigger strategies] è un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () per i valori di ( che soddisfano le disuguaglianze (1) e (2) di seguito (una per ogni giocatore, riferite ai payoff di G), le quali derivano dalla seguente relazione generale (cfr. pag. 98):

(Collusione [1 / (1 ( ()] > (Deviazione + (Nash [( / (1 ( ()]




u1(R1, R2) [1 / (1 ( ()] > u1(L1, R2) + u1(L1, L2) [( / (1 ( ()]


(1)

u2(R1, R2) [1 / (1 ( ()] > u2(R1, L2) + u2(L1, L2) [( / (1 ( ()]


(2)

Esplicitiamo le due disuguaglianze (esse coincidono per la simmetria dei payoff):

7 [1 / (1 ( ()] > 9 + 2 [( / (1 ( ()]

7 [1 / (1 ( ()] > 9 + 2 [( / (1 ( ()]

Si ottiene: 7 / (1 ( () > [(9 ( 9() / (1 ( ()] +  2 [( / (1 ( ()]   (   7 >  9 ( 9( + 2(   (    ( > 2/7.            

La coppia di strategie (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi per ( > 2/7.

Tale coppia di strategie genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (R1, R2), cioè in ogni stadio i giocatori ottengono (7, 7), perciò il payoff medio di ciascun giocatore è 7.

Nota: Esistono comunque EN perfetti nei sottogiochi di G((, () imperniati sull’EN del gioco costituente G; in particolare, sia zi la seguente strategia del giocatore i, per i = 1, 2:

zi = nel primo stadio gioca Li; nello stadio t-esimo (t > 1), gioca Li per ogni esito degli stadi precedenti. 

In accordo con il paragrafo 3.2 del Gibbons, si può verificare che la coppia di strategie (z1, z2) è un EN perfetto nei sottogiochi: ciò è basato sul fatto che (L1, L2) è un (unico) EN del gioco costituente G; perciò se (per simmetria, diciamo solamente) il giocatore I adotta la strategia z1, cioè gioca ad oltranza L1, allora il giocatore II risponde ottimamente solo adottando una strategia che indichi di giocare ad oltranza L2, che è proprio la strategia z2. Evidenziamo infine che: (i) la coppia di strategie (z1, z2) è un EN perfetto nei sottogiochi “indipendentemente” da (, cioè per ogni valore di (; (ii) tale coppia di strategie genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (L1, L2), cioè in ogni stadio i giocatori ottengono (1, 1), perciò il payoff medio di ciascun giocatore è 2.          

S-H.2. 

Lo svolgimento è analogo a quello dell’Esercizio H.1. 

Evidenziamo solo le coppie di disuguaglianze per le due tabelle.

Prima tabella (le disuguaglianze coincidono per la simmetria dei payoff): 

4 [1 / (1 ( ()] > 8 + 2 [( / (1 ( ()]

4 [1 / (1 ( ()] > 8 + 2 [( / (1 ( ()]

Seconda tabella (le disuguaglianze non coincidono per la non simmetria dei payoff):

4 [1 / (1 ( ()] > 9 + 2 [( / (1 ( ()]
5 [1 / (1 ( ()] > 8 + 3 [( / (1 ( ()]

Si noti che tali disuguaglianze forniscono rispettivamente due disuguaglianze, del tipo ( > x e ( > y, con x( y. Allora in accordo con il fatto che tali disuguaglianze definiscono un sistema, la disuguaglianza da considerare è quella che garantisce un valore di ( che le soddisfa entrambi (ad esempio: se si hanno le disuguaglianze ( > 1/2 e ( > 1/3, allora si considera ( > 1/2).   

S-H.3

Calcoliamo intanto gli EN del gioco G.


  L        H 

	1 , 1
	4 , 0

	0 , 4
	2 , 2


                         L           
  
      

       
    
 H 

Quindi G ha un unico EN: (L, L).
La coppia (H, H) rappresenta una giocata collusiva/cooperativa, le coppie (L, H) e (H, L) rappresentano le rispettive deviazioni da tale impostazione collusiva/cooperativa, la coppia (L, L) rappresenta in quanto EN una giocata difensiva.

Costruiamo una coppia di trigger strategies, siano (s1, s2), come segue. Per i = 1, 2:

si = nel primo stadio gioca H; nello stadio t-esimo (t > 1), gioca H se l’esito di tutti gli stadi precedenti è stato (H, H), altrimenti gioca L.

Il significato è il seguente: ogni giocatore parte cooperando, con la minaccia di non cooperare mai più non appena l’altro giocatore dovesse non cooperare una volta.

In accordo con il paragrafo 3.2 del Gibbons, la coppia di strategie (s1, s2) [dette trigger strategies] è un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () per i valori di ( che soddisfano le disuguaglianze (1) e (2) di seguito (una per ogni giocatore, riferite ai payoff di G), le quali derivano dalla seguente relazione generale (cfr. pag. 98):

(Collusione [1 / (1 ( ()] > (Deviazione + (Nash [( / (1 ( ()]




u1(H, H) [1 / (1 ( ()] > u1(L, H) + u1(L, L) [( / (1 ( ()]


(1)

u2(H, H) [1 / (1 ( ()] > u2(H, L) + u2(L, L) [( / (1 ( ()]


(2)

Esplicitiamo le due disuguaglianze (esse coincidono per la simmetria dei payoff):

2 [1 / (1 ( ()] > 4 + 1 [( / (1 ( ()]

2 [1 / (1 ( ()] > 4 + 1 [( / (1 ( ()]

Si ottiene: 2 / (1 ( () > [(4 ( 4() / (1 ( ()] +  1 [( / (1 ( ()]   (   2 >  4 ( 4( + 1(   (    ( > 2/3.            

La coppia di strategie (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi per ( > 2/3.

Tale coppia si strategie genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (R1, R2), cioè in ogni stadio i giocatori ottengono (2, 2), perciò il payoff medio di ciascun giocatore è 2.

S-H.4

La coppia (qm/2, qm/2) rappresenta una giocata collusiva/cooperativa, le coppie che rappresentano le rispettive deviazioni da tale impostazione collusiva/cooperativa sono calcolate si seguito, la coppia (q*1, q*2) rappresenta in quanto EN una giocata difensiva.

Costruiamo una coppia di trigger strategies, siano (s1, s2), come segue. Per i = 1, 2:

si = nel primo stadio gioca qm/2; nello stadio t-esimo (t > 1), gioca qm/2 se l’esito di tutti gli stadi precedenti è stato (qm/2, qm/2), altrimenti gioca q*i.

Il significato è il seguente: ogni giocatore parte cooperando, con la minaccia di non cooperare mai più non appena l’altro giocatore dovesse non cooperare una volta.

In accordo con il paragrafo 3.2 del Gibbons, la coppia di strategie (s1, s2) [dette trigger strategies] è un EN perfetto nei sottogiochi di G((, () per i valori di ( che soddisfano le disuguaglianze (1) e (2) di seguito (una per ogni giocatore, riferite ai payoff di G), le quali derivano dalla seguente relazione generale (cfr. pag. 98):

(Collusione [1 / (1 ( ()] > (Deviazione + (Nash [( / (1 ( ()]




Calcoliamo la deviazione di ciascun giocatore dalla impostazione collusiva/cooperativa. Essa consiste nel giocare la risposta ottima all’azione qm/2 (dell’altro giocatore). Quindi calcoliamo le rispettive risposte ottime a qm/2 e i rispettivi payoff che se ne ottengono, per ogni giocatore.  

La risposta ottima del giocatore I a qm/2 è:

R1(qm/2) = (a – qm/2 – c) / 2 = (a – (a – c) / 4 – c) / 2 = 3(a – c) / 8  

Il payoff che se ne ottiene è:

u1(3(a – c) / 8, qm/2) =  – 9(a – c)2 / 64 + [3(a – c) / 8] [(a – c) – (a – c) / 4] = 9/64 (a – c)2 

La risposta ottima del giocatore II a qm/2 è:

R2(qm/2) = 3(a – c) / 8   (per simmetria) 

Il payoff che se ne ottiene è:

u2(qm/2, 3(a – c) / 8) = 9/64 (a – c)2   (per simmetria)

Possiamo ora scrivere ora le disuguaglianze (1) e (2)

u1(qm/2, qm/2) [1 / (1 ( ()] > u1(3(a – c) / 8, qm/2) + u1(q*1, q*2) [( / (1 ( ()]


(1)

u2(qm/2, qm/2) [1 / (1 ( ()] > u2(qm/2, 3(a – c) / 8) + u2(q*1, q*2) [( / (1 ( ()]


(2)

Esplicitiamo le due disuguaglianze (esse coincidono per la simmetria dei payoff):

[(a ( c)2 / 8] [1 / (1 ( ()] > 9/64 (a – c)2  + [(a ( c)2 / 9] [( / (1 ( ()]

[(a ( c)2 / 8] [1 / (1 ( ()] > 9/64 (a – c)2  + [(a ( c)2 / 9] [( / (1 ( ()]

Si ottiene: [(a ( c)2 / 8] / (1 ( () > [(9/64 (a – c)2 ( 9/64 (a – c)2 () / (1 ( ()] +  [1/9 (a ( c)2 (] / (1 ( ()]   (   (a ( c)2 / 8 >  9/64 (a – c)2 ( 9/64 (a – c)2( + 1/9 (a ( c)2 (   (    ( > 9/17.            

La coppia di strategie (s1, s2) è un EN perfetto nei sottogiochi per ( > 9/17.

Tale coppia si strategie genera un esito in cui in ogni stadio i giocatori giocano (qm/2, qm/2), cioè in ogni stadio i giocatori ottengono ((a ( c)2 / 8, (a ( c)2 / 8), perciò il payoff medio di ciascun giocatore è (a ( c)2 / 8.

I. Rappresentazione in forma estesa e EN perfetto nei sottogiochi

Commento 1: Rappresentando un gioco dinamico G in forma normale, si ottengono in generale molti EN del gioco G. Rappresentando un gioco dinamico G in forma estesa, si ottiene un raffinamento di tali EN, detto EN perfetto nei sottogiochi di G: esso è un particolare EN con la caratteristica di essere “credibile” (nel senso di essere formato da “strategie credibili”) cioè con la caratteristica di rimanere EN (o semplice azione ottima) per ogni sottogioco del gioco. 

Commento 2: Dato un gioco dinamico G rappresentato in forma estesa, un EN perfetto nei sottogiochi di G può essere determinato mediante il seguente procedimento, che è una generalizzazione del procedimento di backward induction:

1. Si parte dai sottogiochi più piccoli (cioè quelli in fondo all’albero raffigurante il gioco): a ciascuno di tali sottogiochi si sostituiscono i payoff di uno dei suoi EN  (o di una sua semplice azione ottima), considerando così i nodi iniziali di tali sottogiochi come nodi terminali di una versione tronca del gioco originario.

2. Si itera il procedimento andando a ritroso, fino al nodo origine del gioco G.

Commento 3: A questo punto è possibile rivedere in un quadro più generale alcuni concetti già introdotti. In particolare (cfr. libro Gibbons, pag. 131-132): 

( in un gioco G a informazione completa e perfetta, un esito di backward induction di G è esattamente l’esito generato da un EN perfetto nei sottogiochi di G;
( in un gioco G a due stadi a informazione completa e imperfetta, un esito perfetto nei sottogiochi di G è esattamente l’esito generato da un EN perfetto nei sottogiochi di G.
S-I.1

1) La rappresentazione del gioco in forma estesa è la seguente: i nodi in cui iniziano i sottogiochi sono colorati di grigio.
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La rappresentazione del gioco in forma normale è la seguente.

I giocatori sono due: {Pepsi, Coke}.

Le strategie a disposizione di Pepsi sono due (coincidenti con le azioni): {Non entra, Entra}. 

Le strategie a disposizione di Coke sono due: 

Strat. 1: se Pepsi gioca Entra, allora gioca Combatte.

Strat. 2: se Pepsi gioca Entra, allora gioca Acconsente.

I payoff per ogni combinazione di strategie sono riportati nella seguente tabella. 







    Coke

      Strat. 1     Strat. 2

	    0 , 4
	    0 , 4

	  (1 , 0
	    2 , 2


         Non entra            
  
     Pepsi
         Entra
    

     

2) Riportiamo la tabella relativa alla rappresentazione in forma normale del gioco.







    Coke

      Strat. 1     Strat. 2

	    0 , 4
	    0 , 4

	  (1 , 0
	    2 , 2


         Non entra            
  
     Pepsi
         Entra
    

     

Quindi G ha due EN: (Non entra, Strat. 1), (Entra, Strat. 2).

3) Riportiamo la figura relativa alla rappresentazione in forma estesa del gioco. 
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In accordo con il Commento 2, evidenziamo in neretto gli EN (o la semplice azione ottima) di ogni sottogioco, procedendo a ritroso. Nelle figure seguenti sono riportate le fasi di tale procedimento.
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Quindi G ha un unico EN perfetto nei sottogiochi, identificato dalle linee in neretto: esso è (Entra, Strat. 2) come si può verificare; in particolare, la linea in neretto che collega il nodo origine del gioco a un nodo terminale è l’esito generato da tale EN perfetto nei sottogiochi.

Nota: Un EN perfetto nei sottogiochi è un raffinamento dell’EN; in particolare, nel nostro caso, tra i due EN di G soltanto uno di essi è perfetto nei sottogiochi, cioè (Entra, Strat. 2); il fatto che l’altro EN, cioè (Non entra, Strat. 1), non sia perfetto nei sottogiochi significa che esso “non è credibile” nel senso che coinvolge una “strategia non credibile”; infatti:

la Strat. 1 non è credibile poiché se Pepsi gioca Entra, allora a Coke non conviene giocare Combatte (ma conviene giocare Acconsente, ottenendo 2 invece di 0).

S-I.2

1) La rappresentazione del gioco in forma estesa è la seguente: i nodi in cui iniziano i sottogiochi sono colorati di grigio.
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La rappresentazione del gioco in forma normale è la seguente.

I giocatori sono due: {I, II}.

Le strategie a disposizione del giocatore I sono tre (coincidenti con le azioni): {L1, M1, R1}. 

Le strategie a disposizione del giocatore II sono otto: 

Strat. 1: se I gioca L1, allora gioca L2; se I gioca M1, allora gioca L2; se I gioca R1, allora gioca L2.

Strat. 2: se I gioca L1, allora gioca L2; se I gioca M1, allora gioca L2; se I gioca R1, allora gioca R2.

Strat. 3: se I gioca L1, allora gioca L2; se I gioca M1, allora gioca R2; se I gioca R1, allora gioca L2.

Strat. 4: se I gioca L1, allora gioca R2; se I gioca M1, allora gioca L2; se I gioca R1, allora gioca L2.
Strat. 5: se I gioca L1, allora gioca L2; se I gioca M1, allora gioca R2; se I gioca R1, allora gioca R2.

Strat. 6: se I gioca L1, allora gioca R2; se I gioca M1, allora gioca L2; se I gioca R1, allora gioca R2.

Strat. 7: se I gioca L1, allora gioca R2; se I gioca M1, allora gioca R2; se I gioca R1, allora gioca L2.

Strat. 8: se I gioca L1, allora gioca R2; se I gioca M1, allora gioca R2; se I gioca R1, allora gioca R2.

I payoff per ogni combinazione di strategie sono riportati nella seguente tabella.

       II

         Strat. 1    Strat. 2   Strat. 3   Strat. 4    Strat. 5    Strat. 6   Strat. 7   Strat. 8 

	 3 , 4 
	3 , 4
	   3 , 4
	2 , 3
	3 , 4
	2 , 3
	2 , 3
	2 , 3

	 2 , 8
	2                     2 , 8   
	5 , 7
	2 , 8
	5 , 7
	2 , 8
	5 , 7
	5 , 7

	 2 , 1
	   0 , 0
	2 , 1
	2 , 1
	0 , 0
	0 , 0
	2 , 1
	0 , 0


        L1 

I      M1 

      R1

2) Riportiamo la tabella relativa alla rappresentazione in forma normale del gioco.

     


       


       II

         Strat. 1    Strat. 2   Strat. 3   Strat. 4    Strat. 5    Strat. 6   Strat. 7   Strat. 8 

	 3 , 4 
	3 , 4
	   3 , 4
	2 , 3
	3 , 4
	2 , 3
	2 , 3
	2 , 3

	 2 , 8
	2                     2 , 8   
	5 , 7
	2 , 8
	5 , 7
	2 , 8
	5 , 7
	5 , 7

	 2 , 1
	   0 , 0
	2 , 1
	2 , 1
	0 , 0
	0 , 0
	2 , 1
	0 , 0


        L1 

I      M1 

      R1

Quindi G ha cinque EN: (L1, Strat. 1), (L1, Strat. 2), (M1, Strat. 4), (M1, Strat. 6), (R1, Strat. 4).

3) Riportiamo la figura relativa alla rappresentazione in forma estesa del gioco. 
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In accordo con il Commento 2, evidenziamo in neretto gli EN (o la semplice azione ottima) di ogni sottogioco, procedendo a ritroso. Nelle figure seguenti sono riportate le fasi di tale procedimento.
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Quindi G ha un unico EN perfetto nei sottogiochi, identificato dalle linee in neretto: esso è la coppia di strategie (L1, Strat. 1) come si può verificare; in particolare, la linea in neretto che collega il nodo origine del gioco a un nodo terminale è l’esito generato da tale EN perfetto nei sottogiochi.

Nota: Un EN perfetto nei sottogiochi è un raffinamento dell’EN; in particolare, nel nostro caso, tra i cinque EN di G soltanto uno di essi è perfetto nei sottogiochi, cioè (L1, Strat. 1); il fatto che gli altri quattro EN, cioè (L1, Strat. 2), (M1, Strat. 4), (M1, Strat. 6), (R1, Strat. 4), non siano perfetti nei sottogiochi significa che essi “non sono credibili” nel senso che coinvolgono “strategie non credibili”; infatti:

la Strat. 2 non è credibile poiché se I gioca R1, allora al giocatore II non conviene giocare R2 (ma conviene giocare L2, ottenendo 1 invece di 0);

la Strat. 4 non è credibile poiché se I gioca L1, allora al giocatore II non conviene giocare R2 (ma conviene giocare L2, ottenendo 4 invece di 3);

la Strat. 6 non è credibile poiché se I gioca L1, allora al giocatore II non conviene giocare R2 (ma conviene giocare L2, ottenendo 4 invece di 3); o anche poiché se I gioca R1, allora al giocatore II non conviene giocare R2 (ma conviene giocare L2, ottenendo 1 invece di 0);.

S-I.3

1) La rappresentazione del gioco in forma estesa è la seguente: non ci sono (nodi in cui iniziano i) sottogiochi; la linea tratteggiata identifica un “insieme informativo”.
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La rappresentazione in forma normale è la seguente:

I giocatori sono due: {I, II}.

Le strategie a disposizione del giocatore I sono due (coincidenti con le azioni): {L,  H}. 

Le strategie a disposizione del giocatore II sono due (coincidenti con le azioni): {L,  H}.
I payoff per ogni combinazione di strategie sono riportati nella seguente tabella.






       II

          L                H

	    1 , 1
	    4 , 0

	    0 , 4
	    2 , 2


                     L
  
     

I
         H
    

     

2) Riportiamo la tabella relativa alla rappresentazione in forma normale del gioco.


       II

          L                H

	    1 , 1
	    4 , 0

	    0 , 4
	    2 , 2


                     L
  
     

I
         H
    

     

Quindi G ha un unico EN: (L, L).

3) Essendo G un gioco statico (cioè di quelli del Capitolo 1), il concetto di EN perfetto nei sottogiochi non trova definizione/motivazione (in particolare non esistono sottogiochi): cioè l’esito previsto del gioco è generato dall’EN del gioco.
S-I.4

1) La rappresentazione del gioco in forma estesa è la seguente: i nodi in cui iniziano i sottogiochi sono colorati di grigio; le linee tratteggiate identificano “insieme informativi”.
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La rappresentazione del gioco in forma normale è la seguente:
I giocatori sono due: {I, II}.

Le strategie a disposizione del giocatore I sono 2 ( 24: infatti il giocatore I ha 2 possibilità di scelta nel primo stadio, e ha 2 possibilità di scelta nel secondo stadio da associare a ogni possibile esito del primo stadio (tali possibili esiti sono 4). Non esplicitiamo tutte le 2 ( 24 = 32 strategie, ne riportiamo solo due per rendere l’idea.

Strat. ad esempio 1: nel primo stadio gioca L; nel secondo stadio, se l’esito del primo stadio è stato uno fra (L, L), (L, H), (H, H) allora gioca L, altrimenti (cioè se l’esito del primo stadio è stato (H, L)) gioca R.

Strat. ad esempio 2: nel primo stadio gioca R; nel secondo stadio, se l’esito del primo stadio è stato uno fra (L, H), (H, H) allora gioca L, altrimenti (cioè se l’esito del primo stadio è stato uno fra (L, L), (H, L)) gioca R.

Analogamente, le strategie a disposizione del giocatore II sono 2 ( 24.  

I payoff per ogni combinazione di strategia non sono esplicitati (sarebbe una tabella 32 ( 32).

2) Non avendo esplicitato la tabella dei payoff nella rappresentazione in forma normale, non calcoliamo gli EN del gioco.

3) Riportiamo la figura relativa alla rappresentazione in forma estesa del gioco. 
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In accordo con il Commento 2, evidenziamo in neretto gli EN (o la semplice azione ottima) di ogni sottogioco, procedendo a ritroso. Nelle figure seguenti sono riportate le fasi di tale procedimento.
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Si osservi che in ogni sottogioco l’EN è (L, L) [ciò poiché (L, L) è l’EN del gioco costituente G; in particolare, i payoff dei sottogiochi sono ottenuti aggiungendo “uniformemente” ai payoff del gioco costituente G una determinata coppia di payoff; ad esempio, i payoff del primo sottogioco a sinistra sono stati ottenuti aggiungendo “uniformemente” ai payoff del gioco costituente G la coppia di payoff (1, 1); quindi (L, L) resta l’EN di ogni sottogioco]. In accordo con il Commento 2, in ogni sottogioco viene giocato il suo EN, cioè (L, L) [si veda figura sopra]. Così, in accordo con il Commento 2, il gioco si riduce al seguente gioco [si veda figura sotto], in cui l’EN è (L, L) come si può verificare.  
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Quindi G ha un unico EN perfetto nei sottogiochi, identificato dalle linee in neretto: esso è (s1, s2), con:

s1 = nel primo stadio, gioca L; nel secondo stadio, gioca L, per ogni esito del primo stadio.

s2 = nel primo stadio, gioca L; nel secondo stadio, gioca L, per ogni esito del primo stadio.

In particolare, la linea in neretto che collega il nodo origine del gioco a un nodo terminale è l’esito generato da tale EN perfetto nei sottogiochi. 

S-L.5
a) Riportiamo la figura della rappresentazione del gioco in forma estesa: coloriamo di grigio i nodi in cui iniziano sottogiochi.
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Riguardo il sottogioco a sinistra, si vede facilmente qual è l’azione ottima del giocatore II. 

Riguardo il sottogioco a destra, si può verificare come di seguito che l’EN è (H, Q). 
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In accordo con il Commento 2, evidenziamo in neretto gli EN (o la semplice azione ottima) di ogni sottogioco, procedendo a ritroso. Nelle figure seguenti sono riportate le fasi di tale procedimento.
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Quindi G ha un unico EN perfetto nei sottogiochi, identificato dalle linee in neretto; in particolare, la linea in neretto che collega il nodo origine del gioco a un nodo terminale è l’esito generato da tale EN perfetto nei sottogiochi. 

b) Riportiamo la figura della rappresentazione del nuovo gioco in forma estesa (eliminando la linea tratteggiata nel gioco originario): coloriamo di grigio i nodi che sono origine di sottogiochi. In accordo con il Commento 2, si ottiene il seguente EN perfetto nei sottogiochi, identificato dalle linee in neretto: in particolare, la linea in neretto che collega il nodo origine del gioco a un nodo terminale è l’esito generato da tale EN perfetto nei sottogiochi, esito differente da quello del gioco originario.
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c) Riportiamo la figura della rappresentazione del gioco originario in forma estesa.
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La rappresentazione del gioco in forma normale è la seguente.

I giocatori sono due: {I, II}.

Le strategie a disposizione di I sono quattro:

s1 = nel primo stadio gioca L; nel secondo stadio gioca H.

s2 = nel primo stadio gioca L; nel secondo stadio gioca K.

s3 = nel primo stadio gioca R; nel secondo stadio gioca H.

s4 = nel primo stadio gioca R; nel secondo stadio gioca K.

Le strategie a disposizione di II sono quattro:

z1 = se I gioca L, allora gioca M; se I gioca R, allora gioca P.

z2 = se I gioca L, allora gioca M; se I gioca R, allora gioca Q.

z3 = se I gioca L, allora gioca N; se I gioca R, allora gioca P;

z4 = se I gioca L, allora gioca N; se I gioca R, allora gioca Q.

I payoff per ogni combinazione di strategie sono riportati in tabella.

                                                         z1           z2            z3           z4
	                   2 , 1
	2 , 1
	3 , 2
	3 , 2

	2 , 1
	2 , 1
	3 , 2
	   3 , 2

	2 , 0
	   2 , 1
	2 , 0
	2 , 1

	4 , 2
	0 , 3
	4 , 2
	0 , 3


         


     s1 

     s2

            

    s3     







s4

d)  

                                                         z1           z2            z3           z4
	                   2 , 1
	2 , 1
	3 , 2
	3 , 2

	2 , 1
	2 , 1
	3 , 2
	   3 , 2

	2 , 0
	   2 , 1
	2 , 0
	2 , 1

	4 , 2
	0 , 3
	4 , 2
	0 , 3


         


     s1 

     s2

            

     s3     







       s4

Quindi esistono tre EN: (s1, z4), (s2, z4), (s3, z2).

e) Riportiamo la figura del punto (a), in cui era stato verificato che esiste un unico EN perfetto nei sottogiochi: esso è (s1, z4) come si può verificare.
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Un EN perfetto nei sottogiochi è un raffinamento dell’EN; in particolare, nel nostro caso, tra i tre EN di G soltanto uno di essi è perfetto nei sottogiochi, cioè (s1, z4); il fatto che gli altri due EN, cioè (s2, z4), (s3, z2), non siano perfetti nei sottogiochi significa che essi “non sono credibili” nel senso che coinvolgono “strategie non credibili”; infatti:

s2 non è credibile poiché nel secondo stadio al giocatore I non conviene giocare K (ma conviene giocare H dato che l’EN del sottogioco a destra è (Q, H)); 

z2 non è credibile poiché se il giocatore I gioca L, allora al giocatore II non conviene giocare M (ma conviene giocare N, ottenendo 2 invece di 1). 
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